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| - Introduction

“ Introduction

-1 La MEF et I'industrie

Quelle place occupe le calcul dans l'industrie ?
Quels sont les principaux champs d'applicationalaut ?

Répondre a ces questions dépasse le cadre deHadeéles éléments finis. Ce n'est qu'une
méthode parmi d'autres qui permettent a l'ingérdé&affectuer des simulations numériques de
phénomenes physiques.

Le calcul occupe une place stratégique avec la €@AlBs autres technologies de simulation
(essais) dans le développement d'un produit corapiexk touche a différents domaines de la
physique. Cela concerne les industries automobhikegles, aéronautiques, ferroviaires, mais
aussi les industries lourdes: centrales électrigpieses-formes pétroliéres, et le génie civil.
Le calcul est indispensable lorsque I'on cherchbtanir une solution optimisée pour réduire
les colts et les délais de fabrication. Grace daukdingénieur peut tester plusieurs
configurations pour optimiser le comportement dnodele a une prestation donnée. Cela
évite de multiplier les prototypes et les essaststeéels, les supports physiques ne servent
plus & chercher une solution, ils permettent dealaer. Attention, méme précis un modeéle
ne fournit jamais qu'une approximation de la réaiit est donc impossible de se passer des
prototypes.

Le calcul s'applique aussi dans les domaines dweeps ». Les procédeés de fabrication tels
que I'emboutissage, l'usinage grande vitesse gigstsl de peinture, I'assemblage de télerie, la
mise en forme des plastiques, peuvent étre modébiae eléments finis. Ici c'est une bonne

représentation du comportement du phénomene pleysjgusera recherchée pour pouvoir

vérifier et valider un procédé de fabrication d'jéce.

Enfin le calcul de conception dans les bureawud&s, c'est sans doute le plus répandu car
grace aux outils de calcul simplifié dont disposée® logiciels de CAO modernes, la
simulation numérique fait partie des outils de apton pour obtenir un comportement défini
a priori qui détermine le dimensionnement, donddssin, des pieces mécaniques.

La méthode des éléments finis est de toutes ldsatiés de discrétisation la plus utilisée car :
Elle peut traiter des problémes de géométrie coxeple

Elle couvre de nombreux domaines de la physique,

Les moyens informatiques actuels (puissance deslagurs, outils de visualisation) la rende
facile de mise en ceuvre,

De nombreux logiciels généraux ou dédiés sont dispes sur le marché.
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I-2 Processus d’analyse & approximation

Si l'utilisation de la méthode se démocratise ddgaimplicité croissante de mise en oeuvre,
la fiabilité des algorithmes et la robustesse dméhode, il reste néanmoins des questions
essentielles auxquelles l'ingénieur devra réponireeut effectuer une analyse par éléments
finis dans de bonnes conditions.

Il lui faudra :

Formaliser les non dits et les réflexions qui fiestit les choix explicites ou implicites de son
analyse du probleme (définition de son modéle),

Evaluer la confiance qu'il accorde aux résultatslpits,

Analyser les conséquences de ces résultats pasrtaux objectifs visés.

Ne perdez jamais de vue que l'analyse des résukatsssite une bonne compréhension des
différentes étapes mathématiques utilisées lord'aggroximation, pour pouvoir estimer
I'erreur du modele numérique par rapport a la soluéxacte du probleme mathématique.
N'oubliez pas non plus que le modele numériqueen fournir que des résultats relatifs aux
informations contenues dans le modele mathématmuie découle des hypothéeses de
modélisation.

De fagon générale, les différentes étapes d'analytse probleme physique s'organisent
suivant le processus schématisé par la figure steva

Probléeme fhysique s

hypotheses de modélisation [ |
évolution du
modele
mathématique

Modele mathématique

pf EEEEESEEESESEFEESEEEEEEEEEEEEEEESEEEEESEESEESEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEENEEEEEEEEESR
. .
u [ | u
n hypotheses de discrétisation = [<— .
. | . .
Procédure Modéle numérique evolutiondu 2
e L modele numérique =
éléments tinis ¢ .
] [ ]
T s . . e - [ ]
. - Vérification des hyp. de discrétisation .
. - Estimation de la précision du modeéle .

n
‘I IIIIIIIIIII.IIIIIIIIIIIIIIIllllhllllllllllllllllIIIIIIIIIIIIIIIIII:

Y
- Interprétation des résultats

- Véritication des hyi). de modélisation

Nouveau modéle physique

Réponse obtenue

Nous partons d'un probleme physique. Le cadre pdii'étude est défini par les hypotheses
simplificatrices « hypothéses de modélisation » qarmettent de définir un modele
mathématique. La difficulté pour l'ingénieur estsawoir choisir parmi les lois de la physique
celles dont les équations traduiront avec la pi@tigoulue la réalité du probleme physique.
Le choix du modele mathématique est un compromige da probléeme posé a l'ingénieur
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"quelles grandeurs veut-on calculer et avec queleision?" et les moyens disponibles pour
y répondre. Un bon choix doit donner une réponse@able pour des efforts de mise en
oeuvre non prohibitifs.

Si le modéle mathématique n'admet pas de solutialytéque, il faut chercher une solution
approchée de ce modeéle. La discrétisation du probl& hypotheses de discrétisation »
correspond au choix d'un modele numérique permetida traiter les équations

mathématiques. Il est important de savoir distingae hiérarchiser ces deux niveaux
d'hypotheses utilisés pour modéliser un phénombysigue.

La figure suivante permet de distinguer les diffiées méthodes en fonction de la démarche
utilisée pour obtenir une équation matricielle fgelassification n'est pas unique).

| Systeme physique continu

Mise en equations
formulation mathématique

du probléme (PFD) discretisation du milien
Msathodes des
elements finis

fosmios diffeventialles formulation mathematique
ormes différentielles du probleme (PTV) |

Probleme aux limites

Methode des residus pondeéres

tormes intégrales |e——o0

formulation mathematique
du probleme
(2q. de Lagrange)

Discretisation

A

forme matricielle

Y

{...] Cas de la mecanique des solides

Toutes les méthodes d'approximation ont un mémeactf) remplacer un probleme
mathématique défini sur un milieu continu (équatiahfférentielles ou intégrales) par un
probleme mathématique discret (équation matridiefieobléme de dimension finie que I'on
sait résoudre numeériquement.

En résumé, les questions essentielles auxqueiigenieur devra répondre s'il veut effectuer
une analyse par un modéle numérique dans de boondgions, sont :

Quel modele mathématique utiliser ?

Quel modele numérique faut-il lui associer ?

Quelle est I'erreur d'approximation commise ?

Peut-on améliorer le modéle numérique ?

Faut-il changer le modele mathématique ?

Les équations du modele retenu, sont soumisescerntain nombre d'hypotheses basées sur
les sciences de l'ingénieur. Il faut connaitre dendine de validité de ces hypotheses pour
pouvoir verifier que la solution obtenue est saissinte. La solution exacte d'un modele
mathématique qui ne correspond pas a la réalitsigmy ne vaut rien.
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Il — Etude des treillis

“ Les treillis

L’objectif de ce chapitre est d’appréhender de fiapcagmatique la méthode des éléments
finis, a partir du calcul de la réponse statiquendtreillis plan. Ce qui nous permet
d’introduire les principales étapes de constructioomodéle sur un exemple simple.

Pour comprendre cette modélisation, nous rappelessnotions théoriques relatives au
modele de traction et nous présentons I'approxonati élément fini barre ». Le calcul d’'une
colonne sous son poids propre illustre ensuiteoton d'erreur d’approximation et nous
permet d’envisager deux améliorations du modeleéarigue, le raffinement de maillage ou
l'utilisation d’'un élément d’ordre supérieur.

[1-1 Calcul d’'un treillis

Intéressons-nous a la réponse statique du treidlis représenté par la figure ci-dessous.

F

a2
Yo —A dn

Ce treillis est un assemblage (par rotules) d’élmeravaillant en traction — compression. La
géomeétrie, les caractéristiques mécaniques, leditcmms aux limites et le chargement sont
donnés.
La démarche suivie est la suivante

* Analyse du probleme => discrétisation et définition des inconnues

* Calcul de la matrice raideut® équation matricielle a résoudre

» Reésolution =>» déformée de la structure et efforts aux appuis

* Post-traitement =>» contraintes dans les barres et efforts aux nceuds.

Le premier diaporama du site présente ces étapesdale éléments finis



Méthode des éléments finis

[1-1.1 Analyse du probléme
Le probléeme posé est plan.

Nous avons 3 nceuds a 2 variables par nceugs (es
déplacements du nceud dans le plan.

=>» Modéle a6 degrés de liberté

T
u} ={u v v v y
vecteur des déplacements nodaux

Les conditions aux limites :
u =0

1

fait apparaitre deux composantes d’effort immo:{

1

Appui au nceud 1{

1
Appui glissant au nceud 2, =0 fait apparaitre une composante d’effort incorivju

Le travail virtuel des efforts donnés et inconnus appliqués 3 F
a la structure conduit a I'expressionkcteur des forces
nodales: Yi Yo
T
{F} ={X, Y, oY, F ¢ A WX a2 o

Pour un vecteur des déplacements nodaux inconnus :

.
Ut =10 0 u, 0 u, v S
{uh ={ 2 s v Efforts nodauwdonnésetinconnus

Nous avons donc 6 inconnues pour 6 équations olsean €crivant le principe des travaux
virtuels (équations de Lagrange) correspondant Gudegrés de liberté initiaux de notre
structure.

Pour calculer le travail virtuel des efforts ing&nis (contraintes) nous utilisons la notion
d’énergie de déformation que nous rappelons daparbgraphe suivant.

Nous avons :
0E, T
=Y —25q avec 2E4=U'[K]U
~ 0q,
Les équations de Lagrange a résoudre sont dorecfdente :
0 X1
0 Y Les équations3,5, et 6nous permettent de déterminer le
Us 0 champ de déplacement de la structure (sa défomjatio
[K] 0 - Y, Les équationd, 2 et 4nous donnerons les efforts aux appuis
y = en fonction de ces déplacements.
3
V3 0

Calculons lamatrice raideur [K] de cette structure.

" OT, = XOu+Yoy+ W+ By={s §'{ ¥



Il — Etude des treillis

[1-1.2 Calcul de la matrice raideur

Utilisons les résultats du courgour un élément (ij) de longuedy

En 1D
[ ]_E_S{ll _J sur<ui uj> IOHULXO@ THUJ
En 2D

[A] c2 C,S
[K ES{ [A] [ ] avec[A] cs, s }
‘{

a

SUI‘ Vou

Notre structure est composée de trois éléments

Pour I'élément 1 (1,2) W Uy @ @
le 2 (1)
a\/_2= Ayo l/ \ ax/2 (Q
1 -1 u %,
=2 K, :—ES sur { *
a2|-1 1 U,
Pour I'élément 2 (1,3)
1 1 -1 -1

> K,=—>
27 %al-1 -1 1 1

-1 -1 1 1

Pour I'élément 3 (2,3)
1 -1 -1 1
-1 1 1 -1
> K, =L
2aj-1 1 1 -1
1 -1 -1 1

sur{u, » W

L’énergie de déformation totale de la structureletomme des énergies de déformation de
chaque élémentfassemblage des matricesonsiste a ranger chaque terme dans une matrice

globale définie sur levectefu} ={u, v u, v u .

D’ou la matrice globale

" Tous ces résultats sont démontrés dans le pategsajvant
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1+42 1 /2 0 -1 -1
_ _ les termes de
1 1 0 0 1 1 la matrice K sont en bleu
[K] _ES -J2 0 1+4/2 la matrice K sont en rouge
2l 0 0
-1 -1 1 O
-1 -1 1 OQ

[I-1.3 Résolution
L'équation matriciell K[{U} ={F} a résoudre est la suivante :
1+4/2 1 /2 -1 -1]{0) (X

1 0 0 -1-1l|o] |v
ES| -V2 0 1+J/2 -1 -1 1|ju|_]O
2al 0 0 -1 1 1 -1(0] |¥%
-1 -1 -1 1 2 O0||% F
-1 -1 1 -1 0 2|¥% 0|

o

Les 3 équations donnant les
déplacements nodaux sont
en bleu

Celles permettant de
calculer les efforts sont en
rouge

Le systeme réduit

1+42 -1 1 u, 0
_1 2 O U3 = F 9
1 0 2||vq 0

2a

Nous pouvons alors calculer les efforts aux appuis

X1 =§—as(‘\/§ Up = (Ug+ Vs))

L'équilibre global de la
structure est vérifié

ES st
Y= (k) > Y, =-F/2
Y, =+F/2 QOQ

ES
Y=o (Tt sy

[1-1.4 Post-traitement
Pour calculer la contrainte dans les éléments, nolisons les résultats de cours suivants :
Eni1D: NezE—S(uj—q)
ée

u,_
En2D: N, =E2<c, 5> -
le Vi~V
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_ ES — L'équilibre de chaque
Ny = a 2(u2)— F/2 noeud est vérifié
ES
Dou <N,=——=(uz+v3)= F/~2
2 a /_2( 3 3)
ES

Ny=———=(U3—U,— ) =— F/+/2 ‘

= (vt == FIVZ (S

[1-1.5 Remarques

Tous les calculs sont systématiques et la démaughiee sera toujours la méme en statique.
=>» Facilité de programmation de ce type de solution
=>» Seule I'analyse, du probleme et des résultatte el charge de I'ingénieur.

La matrice raideur du systeme réduit était invéesibdet(K )# 0 » car les conditions aux

limites en déplacement bloquaient tous les modgdas de la structure.
=>» Probléme statique bien posé

Les efforts calculés aux appuis équilibrent pagfaient le chargement.
=>» Les résidus d'équilibre sont nuls, car nous ttkre sur la solution analytique de
I'équation matricielle. Dans le cas d’'une résohlutimumeérique ces résidus doivent
tendrent vers zéro (erreur numérique).

Les contraintes calculées sur les éléments éqrilitie facon exacte (aux résidus pres) les
charges nodales. Ceci est vrai dans ce cas péatieutalcul statique d’un treillis chargé aux
nceuds » car I'approximation utilisée représenteHamp exact de la solution analytique
« effort normal constant dans chaque élément didature ».

=» Erreur de discrétisation qui est nulle

En post — traitement il est possible d’isoler wmachaque élément de la structure pour écrire
I'équation matricielle de I'équilibre de I'élémer@e calcul permet de déterminer les efforts
internes aux nceuds de la structure

[I-2 La théorie

[I-2.1 Modele barre en traction — compression

Une barre est un élément mécanique qui ne travgiilen traction compression, le modéle
mathématique est basé sur les hypotheses suivantes

* Petits déplacements.
Section droite reste droite dim, 1) = Ut X,
* Petites déformations. £ =u,

XX , X

" Cours de résistance des matériaux

" Nous utilisons la notatio@%x =Uy
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* Milieu isotope homogéne élastique
Etat de contrainte uni axial g, = E&,,

En intégrant les contraintes sur la section notsnamns ldoi de comportement intégréedes
barres.

N =ESuy
_:"-_;i T = B, ; M=
A & N=FHKElu,
e Rl el — - - — 3 N
A 1 X ::
A 1 b
_f ¥
Cantraintes Torrsenr résultant

Le calcul du moment résultant donne 0 au centia dection

[I-2.2 Mise en équations par le PFD

Isolons une tranche d’épaisseur et effectuonde bilan des effori S,

extérieurs sur cet élément de matiére (figure ot&)

L'équation de résultante dynamique est : N MN+dNV
N +dN- N+ fdx=p SdX'i ix

Utilisons alors la loi de comportement intégréaympabtenir
I'équation locale :
ox0Jo, [ pSu-(ESy) =

Les conditions aux limites sont de deux types
» déplacement imposeu = uy (t)

« force imposee ESu, = Ny(t)

Déformée et vitesse de
déformation initiales

< >
—

U(x,0) = Uy (x)
U(x, 0) = Uy (x)

En dynamique il faudra donner les deux conditimliﬂaies{

10



Il — Etude des treillis

[I-2.3 Mise en équations par le PTV

—

Considérons un élément de structure de longdewhargé 5,-' —> > > —

v Tu

sur sa longueur et a ses extrémités (figure cirepnt Oy '

Le premier terme correspond au travail virtuel geantités d’accélération
Le second terme correspond au travail virtuel dfests intérieurs (efforts de cohésion)
_ ¢ ¢
—j o 0 dV = —”a'xxdsxx dS dx —I E8, 06« d avec &, =U
D 0S 0
Notez que ce terme peut étre calculé a partir dariation de I'énergie de déformaticrdE,

_ /
avec2Ey = [ o:¢ dv=[ EY g()z d:
D 0

Le troisieme terme correspond au travail virtuecdargement volumique (champ de force)

Le dernier terme correspond au travail virtuel efifsrts appliqués aux extrémités du barreau.
Dans le cas ou la condition aux limites porte sutdplacement, I'effort a I'extrémité est alors
une inconnue du probléme.

11-2.4 Equivalence des principes

Partons du PFD et utilisons la méthode des régidunsiérés (méthode de Galerkin) pour
retrouver le PTV.

.. 9%u P est une fonction test,
Ecrire pSu- ES—- =0 U )[I] Oﬂ[ dite fonction de
ox pondératiol

‘ 2
est équivalent a IP (oSU- Eéj—g— h d=0 O |
X
0

Remarque :si u est une solution approchéedu probléme la forme intégrale
représente leésidu pondéré de I'équation locale sur le domaine

L . 0%u
en effet le résidu, terme gSu- ESa—z— f » n'est pas nul
X

Effectuons une intégration par partie du termeigp
0 2 ¢
pesdl dx:[ PE%E} oP QU
X

V4
u
2 “Jox Tax

" Elle sera détaillée dans le chapitre IV sur lethodes variationnelles.

11



Méthode des éléments finis

Nous obtenons
V4

)4 )4 )4
opP ijSde{a—P QY x| pEY +[ P
5 50X 0X 0X |y

Pour des conditions aux limites en force aux extésnen tenant compte de la loi de
comportement intégrée, nous avons :

F, =-N(o,1) S L F, =N(/,t) = A GL)
ox 0x PTV avec
) ) ) P=4du
Dol 0P [PoSudxy R ESy dx PR oPH P
0 0 0

A titre d’exercice partez du PTV, effectuez I'intégration par padieterme de raideur pour
retrouver le PFD (équation locale) et les condgianx limites du probléme.

[1-2.5 L’élément fini barre

Considérons un €lement de longueurdont les extrémités sont les_»u_ @ )

I

nceuds i et j. Le repéere local, lié a I'élémentparmirection X axe X =X
de la barre et est orienté de i vers j.

—Q

Les deux variables nodales sont les déplacemestsadids i et j, notes et y

L’approximation polynomiale a deux parameétres gpomdante est de la forme

Ecriture matricielle d’un polynéme de
degré 1 en x dont les coefficients sont
les paramétres de I'approximation.

(1)
u*(x,)=a +apx=<1, x>
1T {az(t)}

Pour construire l'approximation nodale, nous devientifier aux noeuds la valeur de
I'approximation et les déplacements nodaux.
Soit enx=0 uron=uwm =g
enx=/, U*(fe ) =Uj ) = & + &,
a=u
Nous en déduisons a U~y

2 l

e

o L X X Ui (t) .
D’ou l'approximation nodaleu* =<1-—,—> notée :u*= <N >{ Ue}
leg Lg |Uj(®)

" Nous illustrons cette démarche dans le chapiirastsur les portiques.

12



Il — Etude des treillis

Les fonctions d'interpolation de I'approximationdade sont :

X ... | Ngi)=1 1
Ny =1-— verifie { 19) N,
le Ni(5) =0 !
0 1 » e
X .. |N>@H)=0
N, = — vérlfle{ 20_) ;
le N(j) =1 L
>

e

La notiond'approximation nodaleest fondamentale dans la méthode des élémentsdilas
permet d'utiliser des variables qui ont un senssipye, et sur lesquelles nous pourrons
directement imposer les valeurs données par ledittons aux limites de type cinématique.

Calculons maintenant I'énergie de déformation aésacnotre élément.

— = /fe
Rappel : 2E4 :j o€ dvzj ES( l,,;()z a
D, 0

e

Utilisons I'approximation nodale du champ des déplacements
U= <N>{ud=s < L>{uy
’ ’ ée ge

> (0. = u= (U < neTen, g (o3 2 T

1 —
von 26,= {uJ" 55 1 g
Nous en déduisons I'expression analytique de laiceataideur d’'un élément de longuéyr

ES[1 -
k. :7{—1 1}
e

A titre d’exercice calculer la matrice masse cquogglant a I'énergie cinétique (ou travall
virtuel des quantités d’accélération) de cet élémen

Pour calculer I'état de contrainte sur les élémerdas utilisons la loi de comportement
intégrée :

N=ES u = EX N>{ g}:'j_s( u- 9= Ci

“Reponse [M,] = 05/, [2 @

13



Méthode des éléments finis

[1-2.6 Application aux treillis 2D

Soit un élémentif) formant un anglex avec I'axe X, du repére
global (figure ci-contre).

Pour effectuer I'assemblage nous devons exprimdgpéacement
axial U en fonction de ses composantes sur la base glfinalg

u u
U =< cosa sim>{}:<ca Sa>{}
v v

Appliquons ce changement de base aux nceuds deéaté
u

Ul_|C S 0 0]V
uf o o0 ¢, S|y
j

u
\

Reportons ce changement de base dans I'expressli@mergie de déformation.

_ ES| 1 -1|,-
<
Ui T Ui
5 op = )Y c, S, 0 ol Es[1 -1[¢ S O o0]|v
d',oocasaZ{—ll}ooq,%J

< <
< <

j i

Nous en déduisons I'expression de la matrice raiélEmmentaire
sur les variable%ui vVou \{>

IS0 e 14 5

S -[A (A c,S, &

a
De méme pour calculer I'état de contrainte

u -
N:E_S(Uj—q—ESq:a §>{ q}

j
lg Vi~V

a

En suivant la démarche proposée dans le paragréfihed modele numérique basée sur la
méthode des éléments finis permet de calculergnfaxacte la réponse statique d’un treillis
chargé aux nceuds. La solution numérique obtenudesgique a la solution analytique de la
résistance des matériaux car dans ce cas partidelfiftort normal est constant sur chaque

élément.

14
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Les corrigés des exercices de cours sont dispansbiele site MEF

Si vous avez fait I'exercice 1, celui ci ne deygas vous poser de probléme.




Méthode des éléments finis

[I-3 L’erreur d’approximation

Pour présenter la notion d’erreur de discrétisafgoreur liee au maillage) et les améliorations
possibles du modele numérique, nous allons modélise colonne soumise a son poids
propre.

En effet la solution analytique de ce problémetrpas linéaire en déplacement.

- gi L’effort normal est donné par
N = —mg(l—i)
X"A et le champ de déplacement (apres intégration)

U= _mx(l__Xj
ES 12h

[1-3.1 Modele a 1 élément

% Modele a 2 degrés de libed}" ={u, u,} in
2 La conditionu, =0, v S
a fait apparaitre une composante d’effort inconfiu ip g
6h
Le travail virtuel du poids propre esiT = J' -pgSou A#
1 0
RO X,

Pour calculer ce travail nous devons utiliser liapimation nodale.
Théorie
Soit un élément fini chargé par une densité degehiar = > >

Ee
Nous avons OT :J' f ou dx
0

Ke
Compte tenu de I'approximation T :{5Ue}T J'< N> f dx
0

~

te
2
e

2

Soit pour une chargé = Cte oT ={5Ue}T f

~

Ce calcul permet de calculer les charges nodalevagntes au sens de I'approximation a
une charge volumique réelle appliquée a la stractur
tle/,
j
Charge reelle Charge nodale équivalente

—»—»L—»—» PT, f’fe/z
i . 2y

16



Il — Etude des treillis

Pour notre modeéle

X 1 1
. K=ll=57 %, 7
T 6h
Hl s (ryopus] 2| omalt
} i éh[ 21
alv 2
A X
X, {':l}z{ol}

1 -1/{0 1 [X
D’ou I'équation matricielle a résoudrelé:—s{ H }: _ﬂg{ }+{ 1}

h|-1 1]|u 2 |1 0
Et la solution
» champ de déplacement; = _3mgh soit u* = LA X
ES 2ES
» effort a 'encastrement X; = mg
« et /'etat de contrainte sur |'élémeni* :E—Su2 = _%g

Tracgons les courbes donnant le champ de déplacesnienthamp de contrainte.

1 muF——) \‘ 1 FHE _ _

o.sf o.sf
Baledivn  slormoni
0.6+ 0.6+ desh f'afmamf
'\ I ¥ L
0.4t 0.4t
Fodetion ¥ dlémant
o.zf o.zf o )
X e X
0 0.z 0.4 0. s 1'5;3 0 0.z 04 08 s 1 @
Champ de déplacement Champ de contrainte

La solution éléments finis obtenue aux noeuds xastte(déplacement et effortspar contre elle
donne une approximation du champ des déplaceméntkl &hamp des contraintes sur
I'élément. L'erreur sur la contrainte maximale @st50%, cette modélisation n’est donc pas
satisfaisante. Pour I'améliorer nous allons dansptemier temps augmenter le nombre
d’éléments.

17



Méthode des éléments finis

[1-3.2 Modele a 2 puis 3 éléements

Modeéle a 2 éléments

Nous utilisons deux éléments de longueur identique

_Esj 1 -1 Mg
_3h{—1 1} et {Fa} =

Pour chaque élémen{K,

L’équation matricielle obtenue apres assemblageedenodéle a 3

degré de libertgU}" ={u, u, u}est:

1
£g2+

1

Of| O
_1 UZ
-1 1

0
D’ou la solution

U3

9mgh

» Déplacements nodauxu, = ———— et uz =
4ES

« Effort a I'encastrement X; = mg

+ FEtat de contrainte sur les éléments :
*
N2 =

X1
0
0

G+||6h

4

o

m
(15 ) =18

3h 4

Calculons l'effort au noeud interne N°2 en isola&ément N°1

E[1 -
3h|-1 1

i

-

} 2> X,,=-mg/2

Reportons ces résultats sur les courbes de ld@oanalytique

()
29

1)
1

Fou ()

—

0.8

0.6

ol
Fodesiian 3 dlémanis
ozl

X

1

0.8

0.6

0.

02

il
e Fadestinn smf.pfs'gm

desn {'ldoncmd 1
s

A
desr | sl demani 2

1
1
|
1

0 0.z 0.4 0.6 0.3

76k
Champ de déplacement

0.z 0.4 AR 0.g

=

Champ de contrainte

Fadestion 3 dlsumanis

X

&z

T g+ <

X
=

©«
n

Nous retrouvons les informations exactes (déplanene¢ efforts) aux nceuds, et une
meilleure approximation des champs de déplacenstmisntraintes sur les éléments. L'erreur
sur la contrainte maximale est maintenant de 258tte anodélisation n’est toujours pas

satisfaisante.
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Modéle a 3 éléments X
Pour affiner le maillage dans la zone la plus @nte nous utilisons 4'¢
3 éléments de longuehbr 2h, et 3h. (3) '
L’équation matricielle obtenue aprés assemblageedenodéle a 4 Ql 6h (2)34/0 gS
degré de libertgU}" ={u, u, u, u} est: (1)2"i
6 -6 0 0](0 X, 4
E_S—69—30u2:_£g N 0 X,
6h| 0 -3 5 -2||u; 12 0
0 0 -2 2||u, 0
D’ou la solution
» Déplacements nodauxuy, = _1imgh , Uz = _3mgh et u, = _3mgh
12ES 4ES ES
« Effort a I'encastrement X; = mg
N _ES _11mg
" h 712
« Etat de contrainte sur les éléments\, :i—:(u3— U) = —%]
ES mg
Ny =—(u;—ug)=—-—=
3 3h( 5~ W) 4
Reportons ces résultats sur les courbes de ld@oanalytique
ES | Salwian anclyligue gl Boleiion 3 daments
- u*— .08 geen sl coremid £
mgh S Eud Y,
08¢ 08¢ #HF

deer 'sldemant 2
K

0.6 '\ 0.6
0. 0.

Sadestinn 3 slmanis

=l =2 P
o o it | s 3
X X
0 0.z 0.4 0. s 1'5;3 0 0.z 04 08 s 1 @
Champ de déplacement Champ de contrainte

L’approximation des champs de déplacements et @iotdss sur les éléments est meilleur,
erreur de 8% sur la contrainte maximale, on nopeiedant que la convergence est lente.

Pour améliorer la solution éléments finis nous avanaugmenté le nombre d'éléments et

densifié le maillage dans la zone la plus chargé@ette méthode dite « h convergence »
demande en général un nombre éleve d'éléments finis
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Méthode des éléments finis

La figure suivante présente les résultats d’'un neoéli€ments finis en contraintes planes.
Pour quantifier I'erreur relative a cette discratign, une démarche identique a celle que nous
venons de voir est basée sur I'analyse de la diseot® du champ des contraintes entre deux
éléments adjacents

vor Mises  en MPa

145.54
124. 13
104.04
B3.291
bd.54H3
H1.795
cl.04 ]
0.298E

Dans cette section le diaaramme des contraintes est le suivant

OyM  solution cherchée

\
\ Discontinuité
145

Soluton éléments fns L erreur est beaucoup trop importante.
o TTTERTE . Ce modkle N est pas satisfaisant, il faut
~ affiner le maillage

62 ;7#,74,,

83|

[1-3.3 Modele a 1 élément de degré 2

Dans le probleme de la colonne, nous voulons approgn champ de contrainte qui évolue
linéairement. Nous allons donc utiliser une appr@tion polynomiale du second degré du
champ des déplacements.

&

Uu*(x,t) = a + ap X+ @)?:<1, x X> 3

a
Pour pouvoir identifier les variables de l'approatron nous u, u, U o
devons utiliser un élément fini & 3 noeuds et X

Soit les déplacements nodaU){Ue}T = <Yy U >

L'identification nous donnd a, = %(—guﬁ u2_741, u3j

a_i(} -u+—1}
572 2“1 7) 2“3

" Lors de linitiation & l'utilisation d’un code é&iéents finis, il sera important de mettre en ceussedifférentes
possibilités de visualisation du code pour étreabdgpde quantifier I'erreur de discrétisation.
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D’ou I'approximation nodale
ur= < N>{Ug}

3x  2x° 4x  4x° X  2x2
avec Nl(x):1_7+ 2 Nz(x)=7_ e et N3(X):_z+ 72

En reportant cette approximation, dans le calculadenatrice raideur et du vecteur force
généralisé élémentaire,
/
[Ke]=[<N,>T ES < N> o
0

A titre d’exercice calculez le
terme (1,3) de cette matrice

V4
{Fe}:J'<N>T f dx
0

nous obtenons, tous calculs faits

Es 7 -8 1 <:>©
[K]=%|-8 16 -8 Tsur<uy u u>
1 -8 7
Et le premier terme de
1/6 ce vecteur
{F}=1032/13, o <= —
1/6
En modélisant la colonne avec un élément de degré,dnous X
obtenons le systéme matriciel suivant : _ 21
7 -8 1[0 1 (X _
g4||6h 21
ESl g 16 -gllu,t=-"9 4+] 0 @)
18h 6
1 -8 7]|ug 1 0 1
o
dont la solution est u2:_9m_gh et u3:_3m_gh %1
4ES ES
D’ou
. PR B > ¢ 452 X 2% _mg X
le déplacement approché :u* =| — - Uy +| ——+ =——X1-—
6h (Gh)2 6h (Gh)Z ES 12h
ES 2 4 X
et I'effort normal : N*=—| (1-—)4u, +(-1+— =-mg 1-—
6h (( 6;3 U +( 6;3%) { 6hj

Nous retrouvons la solution analytique qui, dansaseparticulier, est comme
I'approximation un polynéme de degré 2.

Pour améliorer la solution éléments finis nous avan augmenté le degré de

'approximation élémentaire. Cette méthode dite « pconvergence » est en général
beaucoup plus rapide, elle nécessite moins d’éléntgffinis.
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Méthode des éléments finis

Les figures suivantes illustrent les deux choix niBtiorations possibles d’'un modéle
numérique dont I'erreur liée au maillage est beapdoop importante.

=
L]

Maillage grossier

LAVl InN VY

O, =17T6MPa

153.3
1415

123.9

En affinant le maillage localement
h convergence

1062

-555

70.9

53.2
5.5
17,5

La discontinuité de contrainte caractérise
une erreur de discrétisation beaucoup
frop importante.

Ce modkle n est pas satisfaisant.

SV
AV

N f T
L]

AV VAYE RVAN RN

Y
|

En utilisant des éléments de degré 2
p convergence

Ce probléeme de I'écrase tube est présenté danaperdma étau du theme modélisation EF
dans le site en ligne
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Méthode des éléments finis

Pour compléter les notions présentées dans cethbgsite en ligne

https://pedagogie.ec-nantes.fr/meefi/

Vous propose :

24

=
=
=

Des diaporamas d’introduction des thémes du cours
Rappel des textes et corrigés des exercices de ur

Des exercices d’application exercices non corrigés qui vous permettront
d’appliquer et de valider les différents themes.

Des QCM d’auto évaluation: avec correction automatique de vos réponses.

Un lexique il contient 3 fiches concernant directement fedlis : les hypotheses
du modéle « barre », la mise en équation par le BFBTV des barres, et les
matrices utiles pour un calcul éléments finis diillis.

MEFLAB : C’est une application MATLAB qui vous permettra déaliser les
calculs numériques des structures présentées darows et en TD. Il faut
télécharger les scripts et lire le document degprigion de I'application.
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lI-4 Petit quiz

Vous devez pouvoir justifier toutes vos réponses

Rien ne vous empéche de discuter vos réponses@vee@nseignant.




Méthode des éléments finis
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“ Les portiques

De méme que pour les treillis les portiques peuvent
étre considérés comme des structures constituge
nombre fini d'éléments (systemes discre

Ce qui explique que la formulation
variationnelle du probléme
conduise directement au systeme

l1I-1 La théorie

[11-1.1 Modéle poutre en flexion g fibre moyenne

Soit un élément rectiligne travaillant en flexion

dans le plan(O, %, ¥,) supposeé principal S Stat initial ' 0
d'inertie. %
Le modéle mathématique est basé sur les hypothésesites
* Petits déplacements et section droite reste droite )
(hypothéses de Bernoulli) et
G(M)=0(G) +8 AGM et 8 = rot(i(G)) e
b
°(- YV, Section droite
soit dans le plard =v, 7, et Uwo= 4 v ene
0
* Petites déformations.
— - - y\/,XX _V,X O
£=grad,u avec gradi=| v, 0 O 2 g,=-yv,
0 0O O
* Milieu isotope homogéne élastique
Etat de contrainte uni axial o, = Eeg,

En intégrant les contraintes sur la section enntecampte de J' ydS=0et | = J' y? dS
S S

Mf = Mf z
avec Mf = —J' yo, dS=Elv
SRS BN <
X TR=0
Contraintes Torseur résultant

Nous obtenons llbi de comportement intégréedes poutres.
M, =Elv,

" Cours de résistance des matériaux - MMC
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[11-1.2 Mise en équations

par le PFD

Isolons une tranche d'épaissedwr et effectuons le bilan d
efforts extérieurs sur cet élément de matiére &guircontre)

;Mf + dMf
/4

Les équations de résultante et de moment dynarsiojute
T+dT-T+ fdx=p Sv dx

(T+dT)d—2X+ Mf +de - Mf +T%(D0

Soit
Ox0]0,4] oS+ Mt = f
T:_Mf,x

par le PTV V E f

Considérons un élément de structure de longuegur MOCTITTTTTTTTTTTTTH ?‘) M,

chargé sur sa longueur et a ses extrémités (figure |
contre). .

xi

Le premier terme correspond au travail virtuel gieantités d’accélération

Le second terme correspond au travail virtuel dieste intérieurs (efforts de cohésion)

-[ o :oe dv:—fj Eyv,.d v, dS dx—f Elwd v«
> 0S 0

Notez que ce terme peut étre calculé a partir dariation de I'énergie de déformaticrdE,

avec2Ed:I oe dV:jiJ'E(—)A/XX)2 ds d)*cji E(wY ¢
> 0s 0
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Le troisieme terme correspond au travail virtuectargement linéiqué

Les derniers termes correspondent au travail Vidae efforts appliqués aux extrémités du
barreau. Dans le cas ou les conditions aux linptesent sur un déplacemeffieche, rotation)
I'effort (force, moment I'extrémité est alors une inconnue du probleme.

Equivalence des principes

Partons du PTV et transformons I'équation intégpedar retrouver le PFD (équation locale)
et les conditions aux limites du probleme

¢
Effectuons deux intégrations par partie du terfﬁlv,xx OVyy dX

Fait apparaitre les
conditions aux limites
en rotation et moment

— <O
! 7 0
jElex OV, OX= [5vX El v 2} —Id v Elvs d et celles en fleche
5 ' ' X oy X et force

-
(-

0 / >
jElex OV yy dx=[5vx EIVZJ —[5VE|V3} +I§vEI v, d
5 ’ ’ ’ X 0 , X 0 0 , X

Reportons dans I'expression du PTV en regroupartelenes

5V0(F—E|V3) + 06, M+Elv2)
X o , X o

‘
ov ij(,oS\H EI\§(4— f) dx=
0 ‘ 5VE(F+E|V3) +56{4(M—Elv3)
WX Y , X Y

Le choix dedv # Osur |0,/[ nous donne I'équation localgoSv+ Elv , = f=0

Le choix dedv, # 0 et dov = Osur]O,ﬁ] , nous donne la condition aux limites en force 20 x

FO—(EI vx3) =0 F,=-T,

x=0 S
R _ -
de la méme facon nous retrouvons : ©

pour (O_V’X)O #0 Mo = (_EI sz) = My, Ces conditions tiennent compte

0 de l'orientation de la normale

extérieure au domaine
pour dv, #0 F, = (_El sz) , =Ty et de la loi de comportement
X =

pour(dv,X)E 20 M, =

El v'xz) =My,

X=/
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Pour représenter le comportement
d'une poutre en flexion il faut

assurer la continuité des champs
de déplacement et de rotation.

l1I-2 L’élément fini poutre

[11-2.1 Approximation nodale

L’élément fini « poutre » utilise comme variablegdales la fleche et sa dérivée premiere
(rotation de la section droitel fait partie de la famille des éléments de tipermite.

Le repére local orthonorme lié a I'éléement, a pdicection | R

X l'axe de la poutre orienté de i vers j, et poueation y y03

unvecteur du plan principal d'inertie de la section droite. V'(t)T ,\6,(0
0

Les variables nodales sont :
Vo 40 vio 0>

Pour identifier nos quatre variables nodales ndilsans une approximation polynomiale
cubique(degreé 3)de la forme :

ay (t)
ay (1)
as(t)
Ay (t)

VFixn=<l x ¥ x>

Par identification des variables nodales avec Fapimation de la fleche et de la rotation aux
noeuds, nous obtenons la relation matricielle sue/a

Vi () VFon|[1 0 0 0] ()
gm| |6*en||0 1 0 0lam
V() vEey (1 ¢ 2 3 a3(t)
go) (g7 en]lo 1 2 2 |(aw

Inversons cette relation et reportons le résultaisdl'expression de l'approximation, nous
obtenons

Vi (1)

10
V* (x,t) = <N>e{Ue}= <N]_ N2 ’\b N4> VI.(t)
j
g;®
Avec les fonctions d'interpolation suivante
Nys=1-3¢+28 )
ous=— 1
N,s=35-25 ! |
| S
.

N, et \; représentent la déformée d'une poutre bi - enéastry
pour laquelle on impose un déplacement unité adewdeux
extrémités
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Ny(9) = ((s- 257 +53) N

N4(s) = 4(— s?+s%) <1 s
N, et N, représentent la déformée d'une poutre encastrmea \_/
extréemité. Pour laquelle on impose une rotatiorntéiai I'autre

extrémité.

[11-2.2 Matrice raideur et masse

7 - pe - e by Z1 .4 2
L'énergie de déformation associée a notre élenstrae, :J' El (V,xx) dx
(o]
Utilisons I'approximation nodale du champ des déplacements

V,XX = < N,XX>{Ué

avec < N> = [ §=<(-1+2§, Z(-2- 3}, (¥ 25, (- * I={ Y

12 6 -12 @

_El| 60 a?® -& 2°
e]_ﬁ 12 -6/ 12 -8@
60 20° -6/ 47

sur<v.4,v.6 >

¢
D'ou [Ke]:J'[B]T EI[H dx soit|[K ]
0

A titre d’exercice
calculez le terme (1,
de cette matrice.

Remarque : en travaillant sur les variabtes, /4 ,v; ,/& >les coefficients de la matrice sont

adimensionnels
12 6 -12 6
6 4 -6
[Ke]zg_S -12 -6 12
6 2 -6 4
Cela peut vous permettre de simplifier vos calaulmériques.

sur<v,/g,v .8 >

La matrice masse de I'élément poutre est

1%5 1}/210 770 a0

1 1 _
[M¢] = oSt %10 }/105 %120 a0 sur< v,(4,y.(4 >
%0 ao s Wog
00 Yo Wao Y. 105

A titre d’exercice
calculez le terme (1,3)
de cette matrice.
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[11-2.3 Vecteur force généralisé A Y f
Soit un élément poutre sur lequel est appliqué demsité Iﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁl -
linéique d'efforts transversatix ¢ X

Le travail virtuel de ces efforts est

l L
ow, =[ T.ovdx={ou}' [[N' fd
0 0

i
2
z2
le 1—2
Pour une densité de charge uniforme nous obten{d?bs}é = I f <N > de f b
0 L
2
La prise en compte d'une charge répartie sur un _é
élément ne consiste pas a appliquer simplement 12

des efforts fl/2 aux noeL.

. — fy2
f M, = 1 /12 M, =-fr? /12
A FYVY ( R Y] 6, =102
£y
1 2 1 2

Charge réelle f=Cte Charge nodale équivalente

Pour calculer I'état de contrainte sur les élémeimtsnent de flexion et effort tranchanfous
utilisons la loi de comportement intégrée :

M =El v, =El <B>{Ug avec< B>:<££2(—1+ 23, %(—2+ 3%, 5_2(1_ 2%, ?2(- t I
12 6 12 6
T=-Elv,,=-El<B,>{Ug avec< B> = <3, 5 T30 27
>

Vous notez que le moment de flexion
M est linéaire et que I'effort
tranchant est constant par élément.
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I1I-3 Application aux portiques

Pour calculer les portiques nous devons utiliserélément poutre tridimensionnel. Cet

élément est obtenu par superposition de trois negdalthématiques : le modéle de traction,
le modéle de torsion, et le modéle de flexion. Rautexion, vous savez que le probleme se
décompose en deux problémes de flexion plane @snddux plans principaux de la section
droite de la poutre.

L'élément fini poutre tridimensionnel est un élémeén deux a,
noeuds et 6 degrés de liberté par nceud définitadese locale s jx'”ie
de I'élément. OV e
Z % v
{ou" =((uvw6,.6,8,) (uv.wes,6) sl
e - 1y Vy VUi, y’zi 1 Vy VWY ¢ y J b 3”7 _:\‘A?e

Soit 12 « ddI » par élément :)7% Yo

Par analogie avec les calculs présentés dans kgstreds | et Il, il est assez simple de

construire les matrices élémentaires associée adeles de traction, torsion et de flexion
dans chaque plan principal d'inertie.

La matrice du modele tridimensionnel est obtenue qugoerposition des quatre matrices
élémentaires relatives a :

variables Caractéristigues mécaniques
Traction u ES p S
Torsion 6, GJ, pl
Flexion (X,0,V) v,6, El,, oS
Flexion (X, 0,2) w, 6, El,, oS

La matrice (12*12) correspondante est donnée dasitd en ligne. Il est clair que nous ne
manipulerons pas ces matrices manuellement, diagtenpour effectuer I'assemblage d'une
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structure portique il faut effectuer un changenmmtase pour exprimer toutes les matrices
élémentaires sur une base globale.

Manuellement nous ne traiterons que des cas sirdple v,

portique plan ayant des éléments d'axeu y tel que MZ

I'exemple ci-contre. Ljuz—ig__&g
En statique le modele a deux éléments finis edisant pour !

obtenir la solution exacte du problége. C'est ue® a 4

variables<u,, v,,8,,uz>. ) 1

-

Il est fortement conseillé de réaliser par vous-rmées calculs
de ce modéle en suivant la démarche proposée pétudé
des treillis. Puis d’analyser et de comparer vosutéats a
ceux que nous allons obtenir en simplifiant ce rfede

En effet en statique la
variation du moment de
flexion est linéaire su
chaque élément

Pour simplifier le modeéle nous négligeons I'efisormal dans \92
les éléments. F 15U, L u,
A --E
Compte tenu de cette hypothése le modele ne coenptus ? ¢
que 2 variables u,,8, > !
Calculons directement les matrices élémentaires cesgr 2 .
variables. —
El|12 & EI/O O
Pour I'élément 1 (K, [=— et pour I'élément 2 (K, |=—
[K] I {6% 462} P [K:] I {o 4&2}
N : : T El|12
D'ou la matrice raideur assemblée redL[lté,ed] ZF 6 8? sur<u,,6, >
2 Ff3 wo S
F % T E 5
La solution dg K., ]{U} ={ } est{U} = ,
0 — _i F? Allure de la déformée
? 10 EI

Nous utilisons les équations d’équilibre
de chaque élément car nous n'avons
pas calculé la matrice globale.
Calcul des réactions

Elément 1 : (2-1) Notez I'orientation de I'élément de 2 vers 1 ce @érmet d’obtenir
directement I'expression de la matrice raideur &émaire sur les variables

M., globales.
2 >'R21 12 & -12 @ ||U R,
M,, El| 60 4® -6 2% |6 _ Mz
3| — - —
1%» 3| —12 2@ _12 ;@ 0 R,
R, 60 2 & 4% || M,,

2<R, M, R, M;,>F<1l 04 -1 Q&>
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R, , Elf 6 a® -6 2°1]8] M,

M% M3ﬁ 31—12 -6 12 - @10 R,
2 _ 2

5 2 60 2 60 4 0 M32

2><R, M, R, My;;>F<-06 -04 Q6 -Q2>

Ce modeéle ne nous donne pas toutes les composantes

d’effort car nous avons négligé l'effort normal ddes F Ovst)_ 0.2F¢
J —_— e : 1
eléments. 5 Lok,

Pour calculer la composante verticale de l'effoat a . Efforts aux appuis

vérifier les équations d'équilibre de la structure.

noeud 1, nous pouvons écrire I'équilibre de l'éinoer  -F 5;0 SE/
- 0,6F
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l1I-4 Petit quiz

Vous devez pouvoir justifier toutes vos réponses

Rien ne vous empéche de discuter vos réponsese@ive@nseignant.
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IV — Formulation intégrale

“ Formulation intégrale

V-1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux formulations intégréde variationnelles) des équations de

comportement d’'un systéme physique que I'on congéitéralement sous la forme d’'un
systéme d’équations aux dérivées partielles « EDP »

Ces formulations fournissent selon le choix dextions de pondération et d’approximation
tout un ensemble de méthodes :
» Méthode de collocation (par point ou sous domaine)
Méthode des moindres carrés
Méthode des équations intégrales
* Méthode de Galerkin (Ritz)

La « MEF » est un cas particulier basé sur la féatian de Galerkin avec une construction
systématique de I'approximation par sous domaiékraents finis ».

| Systeme physique continu

Mise en équations
formulation mathématique
du probléme (PFD)

for s différ olles formulation mathématique
ormes dittérentielles du probleme (PTV)

Probleme aux limites
I

Méthode des résidus pondérés

formes intégrales |«

Discrétisation

hJ

forme matricielle

Un systeme physique est caractérisé par un ensedwleariablesu (déplacements,
pressions, températures, contraintes, concentsatao.

Le modele mathématique, basé sur des hypothesqdifiatrices, permet d’écrire des
relations entre ces variables en utilisant les teésla physique. Ces équations sont des
équations aux dérivées partielles.
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Sur le domaine C. de Dirichlet sur $
£(u) = f équation locale u=u,
et des conditions aux limites

suru condition de Dirichlet C. de Neuman sur S

sur Y condition de Neuman ou_,
an an =3 s
ﬁ [—

P—

. du
Plus generalemen{a— +au = fg
n
Condition dite de Caucl

Conditions de flux

En résumé le comportement d’'un systéme contindé&stt par des équations aux dérivées

partielles « EDP » de la forme
OudD Zu)=f
OQuOr ¢@@u)=e

L’équation locale traduit le comportement du
milieu, et les conditions aux limites les
échanges entre le milieu et I'extérieur.

Quelques exemples

mecanique On cherchev solution de :

E*I' pSV+ElIV . =-0mS sur]O,ﬁ[
Th = floocom 8 ’

Conditions aux limites

0 Vot =0 , v(,t)=0
enx=0 : enx=r .
V,0n=0 El V,x2 (t,ty=0

Thermique stationnaire Probléme de thermique stationnaire avec une sdoteme

de production de chaleuy une température imposée sur une
partie de la frontiere et une isolation sur le eestsurant un

q) =
r£0 —d>[[ flux de chaleur imposé.
q=-4 gradT on chercher solution de :
divg—-r=0 oug=-A gradT dansQ
q.._r.bxt =P d SUI’ﬂZQ
T= Td sur de
Hydrodynamlqu_e Probleme de I'écoulement stationnaire d'un fluidEweux
L», incompressible dans une conduite de section diQiteOn
o} — > U:p, note
>
. . . P~ B
—eg chute linéique de pressians ———
= 1
B e . i e, . .
l viscosité cinématique du fluide

=

Conduite de section Le champ des vitessdas=u Z est solution des équations de
Navier-Stokes.

7 . n
équation localelM 0JQ A(u) =;
conditions aux limiteBM O u=0
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V-2 Résidus pondéres

IV-2.1 Formulation forte

Le résidu est I'erreur commise lorsque I'on utilise approximation «*» du champ «»
pour écrire les équations du probleme. Admettong don sache construire une
approximation satisfaisant toutes les conditionslamites du probléme.

= 2(u*) = 4(u) — f surle domaine

Siu* est la solution du probleme alors le résidu edt nu

Au lieu de résoudre I'équatiog(u*) =0 on considére la forme intégrale équivalente
D¢ [p=(uY) dv=0
D

C’est I'idée de base de la méthode des résidus@yésdjui consiste a annuler
I'erreur (résidu)pondérée sur le domaine.

. . \ N LesW sont les n fonction
Pour une approximation* an parametres esVyj sontfes n fonctions

U = év\(w) g = [Wel{ g

de forme de I'approximation

nous obtenons I'équation ¢ j¢ 2(Wm){q) dv=0
D

Pour obtenir un systéme deéquations intégrales il faut choisifonctions de pondérations

oiofLn] [Re2(Wnl{ )

Notez la perte d'information liée
au choix d’'un nombre fini de

fonctions de pondératids .

Soit sous forme matricielle

[L] :j{ P(M)}T Z([Wm)]) dv

{F} ZJ{P(M)}T fm) dv

[L){a) ={F) avec

Sous condition que le choix des fonctions de foretedes fonctions de pondération
conduit a un systeme matriciel bien conditionné,résolution nous donnera une
approximation du probleme posé.

Remarques

» La construction de I'approximatiqfonctions de formepatisfaisant toutes les conditions
aux limites est, en pratique, impossible pour desblpmes réels. Pour illustrer la
meéthode nous ne traitons que des problemes acaakésniq

bY

 Le choix des fonctions de pondération est a priotalement libre(cela donne
évidemment de plus ou moins bons résultalisfaut cependant s’assurer que les équations
obtenues sont indépendangesgularité du systéme matriciel)
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* La méthode de collocationpar point est la plus simple de mise en ceuvreteCet
méthode consiste a annuler I'erreur d’approximagonun nombre fini de points du
domaine. Les résultats obtenus sont tres moyerme gllus sensibles au choix des
points de collocation.

 La méthode de Galerkin consiste a utiliser comme fonctions de pondémnates
fonctions de forme du probleme. Plus colteuse &mlcgntégrales sur le domaineglle
conduit pour des opérateurs différentiels autoiatjoa une forme matricielle
symétrique. De plus, si le probleme est bien posgis sommes assurés de la
régularité du systeme et de la convergence ddué@o cherchégapproximation d'autant
plus précise que I'on augmente le nombre de parasjéet

Application

Appliqguons cette formulation forte au probleme d&dulement stationnaire d'un fluide
visqueux incompressible présenté dans I'introductia chapitre, dans le cas d’'une conduite
de section droit€ carrée

N

pl 54).' u p2 29 gzl ”””””” » X

L Ei Section
> 2a

Le champ des vitesseés=u(X,y) Z s'annule sur la frontiere du domaia O u=0

P, = Py

. § : n .
et est solution de I'équation localeM [0Q A(u) =;, avec 7= chute linéique de

pression, efu viscosité cinématique du fluide

Soit 'approximation a 1 parametre* (x,y) = (x2 - az)( y2— az) C
Elle satisfait les conditions aux limites sur larftiere.

2 % 2
Le résidu est défini pa(u¥) = A(u) — 2% =2 2 9 “; Toog ke y—28)-"
H  OX ay- H Y7

D’ou I'équation intégraledP J' P(x y){Zq (>? + )?— 2 §)—E} dx dy C
U
Q

La solution "g" dépendra du choix de la fonctionpd@dération.

Appliquons la méthode dmllocation

au point(0,0) nous obtenons g= —iz T__ 0, ZSL2
4a° U Ha

au point(a/2,a/2)  nous obtenons: g= —iz T__ 0,333l2
3a° U Ha

Appliquons la méthode dealerkin P(x, y)= (><2 - az)( yz— az)
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tous calculs faits ... nous obtenons: q=- 0,312512
Ha
La valeur de référence obtenue par un développeemesérie de Fourier a 14 termes est
q=- 029472
ua

Le meilleur résultat est obtenu par la méthode deder®in, de plus les résultats par
collocation sont sensibles au choix de la positiomoint, donc peu fiables.

IV-2.2 Transformation de la forme intégrale

La premiere formulation intégrale (formulation #yhe permet en pratique de traiter que des
problemes simples pour lesquels il est possibledéirminer des fonctions de formes
satisfaisant toutes les conditions aux limites dhbl@me(fonctions de comparaisan)

De maniere a diminuer les conditions imposées anctions de forme, nous allons
transformer la forme intégrale en effectuant utégration par parties.

Partons de la formulation forte OP J'P (Au* —Ej ds=0
U
Q

Compte tenude div(P grad( ur)): R\ &+ grafd P grad*h
o — T —
0P J' (dlv(Pgradu*)— P;— gradP grad’uj dso
Q

Le TH d'Ostrogradsky J' div(A) dV = J' Anh dS
D o
nous conduit a:

0P j(Pﬁjukfr) ds | ( P’Lﬁd%cmj c
r o\ H

Soit: OP jgradP. radur dSJ' gu* ds—j g ¢
Q r o on o H

Ce terme prend en compte
I'erreur d’approximation sur les
conditions aux limites de flux.

au
“grad(u) = gfj
oy
div(Pgradu):i( Pa—uj+i Pa—u
ox\ dx) ady\ 0y
_ 9% _0%u oPau oPau
=-P—+P—F+——+——
x> 9gy? 0xox dyady
=PAu+ gradP gradu
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Si nous appliquons la méthode de Galerkin avept@gmation a 1 parametre
u* =W(x y)c
et P=W(x y)=(X- &)( Y- &) alors OMOI  Pm)=0

L'équation intégrale se simplifie_[: gradP.grady* dS= —_[ B d
7,
o) o)

oW
oo 2

Et en posan{|B] = [ gradW} | oxl_ |2ty ) Bien que de forme différente cette
oW 2 (X2 _ a2) équation scalaire redonne le méme
o"_y y résultat, car I'approximation

satisfait toutes les CL du probléme

Nous obtenons I'équation matricie[le]{ q} ={ F}

avec[L]= J.[B]T [B] dS et {F}= -’_Tj'p ds
Q Ha
Tous calculs faitq=- 0,3125i2
ua

L'intérét de la transformation est de faire apparatre les conditions aux limites de flux
dans la forme intégrale, ce qui permet de les preme en compte dans la formulation au
lieu de les satisfaire a priori lors de la détermiation des fonctions de forme.
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V-3 Formulation variationnelle en mécanique

Ce paragraphe consacré a la formulation variatitend&in probléme de mécanique, reprend
des notions abordées en Mécanique des Milieux mastk MMC » et en Mathématiques, il
est la base de toutes les simulations en ingémegmanique est doit faire partie, a ce titre, de
votre culture d’'ingénieur généraliste.

IV-3.1 Formulation intégrale
Partons de I'équation locale et des conditionslawites définies dans le cadre de la MMC.

OMOD  pi - dive = f.
UM ar, u=uy

PFD appliqué a un élément de
matiére

OMOr, oR=T,

Pour exprimer I'équation locale en fonction deslaégmentspoti +.2(d) =

il faut associer au systeme précédent deux rekation Physique du matériau

- Les lois de comportement: o= fct(¢)
£

- Les Relations déplacements - déformations:

Effectuons une intégration par parties de I'équmtiocale en supposant les fonctions de
pondération suffisamment dérivables.

L’équation locale

"EL" - 0OP J-Is(p U - dﬁ/(;) -?) dv=0 (Formulation forte)
D

Sachant que o grad_(P) = di o P - P di\o)

—

‘EL" = 0P [(Ppli+oigrad (P - difo B - P17 dw 0
D

Appliquons le TH d'Ostrogradsky

Utilise la symétrie du
tenseur des contraintes

[div(oP) dv= [ R ds= [ Pond
D JD JD

"EL" - 0OP j(ﬁ.pﬁ + o grad, (P - P T) dw j (Po "1 ds ¢
D oD

" Cette formule utilise la symétrie du tenseur degmaintes et les relations suivantes:
= = =T
o: grad(l) = dicD - udifo )
S5 =T = S5
o:grad (U) = diMo 1l - U di{o)
La démonstration de ces relations se fait simpleémerartir d'une relation indicielle de la formévaunte:

gu; =Uqg) -uq,
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En tenant compte des conditions aux limites sémolatierel’ ,  OM Ol o= Ty

->
"EL."
C.Limites suf %
- 0P [(Pp i+ o grad P - PT) dv- | "Pon ds [ BT aso0
D My Mo

Pour obtenir une équation a un champ incotnles déplacements)
Nous utilisons des fonctions de pondération a vaielle sur la frontierd
oMor, Pw=0 3 [P.ondS=0
I

S — v
>

Fonction de pondération
cinémaiauement admissik

D'ou la formulation variationnelle équivalente au systeme d'équations aux dérivées
partielles du probléme, pour des fonctions de pitéd cinématiquement admissibles.

OP P=0 surl, I(TDp U+ oo grad (P - Pf) d\~ j TRyT. d
D Mo
Les conditions aux limites en déplacemeM 0TI, i =1, restent a verifier

L'intérét de cette forme intégrale est de tenir ptande I'erreur d’approximation commise
sur I'équation locale et les conditions aux limits force(flux). Elle n'apporte rien si I'on
sait construire une approximation satisfaisant &sutes conditions aux limites du probleme
(cf. exercices en ligne).

La solution approchée sera d’autant meilleure qaebase des fonctions de forme utilisées
sera riche, c’est-a-dire permettant de bien repnésela solution cherchée.

Utiliser une approximation quelconque revient a rcher une solution nécessairement
éloignée de la solution exacte or pour quelquesblgmes académiques nous savons
construire des bases de fonctions satisfaisanteutain nombre des équations du probleme
ce qui conduit de bonnes approximations de la goiut

La méthode des éléments finis utilise cette forntida, avec deux idées fortes
* la construction systématique des fonctions de forpae sous domaine « éléments
finis »
» utilisation des variables nodales comme parameétiégpproximation ce qui permet
d’'imposer les conditions aux limites en déplacementprobléme.
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IV-3.2 Equivalence avec le PTV

PTV: Odu OJA= JOT atoutinstant

avec: AA  travail virtuel des quantités d'accélération
= j y®.0i dme = j dup U dv
D D

or travail virtuel des efforts intérieurs et extéreu
=—j o:¢ dV + jauf dv + ja“u:[ ds
D D a

Compte tenu des relations déplacements - déformsatiode = grad (Ju)

Nous obtenons le PTV.

0du
[dupidv=-[ o :grad @Y dv+ [ou'fdv+ [J7uTd °<>o
D D D oD

C’est la formulation variationnelle du problemeyik bien entendu équivalence entre le PTV
et le systeme d’équations différentielles du pnoige

L'intérét de ce principe est de fournir directemknforme intégrale sans avoir a passer par
les équations aux dérivées partielles
Notez que poudii =0 surl, j OuT dS= j ouJ. d
i [
A titre de travail personnel partez du PTV, effeatdlintégration par parties pour retrouver

I’équation locale et les conditions aux limites ghabléme. Vous compléterez ainsi le cours
sur la formulation variationnelle d’'un problemerdécanique.

I\V-3.3 Ecriture matricielle du PTV

Nous cherchons maintenant une solution approchéerdbleme sous la forme d'une
combinaison linéaire da fonctions dites fonctions de forme. La méthodesgie alors a
affaiblir la forme intégrale précédente en ne ldiskdsant que poum fonctions de
pondération. Utilisons la méthode de Galerkii@mes fonctions de forme pour 'approximationaet |
pondération)

Pour l'approximation{u* (v,u} = [Wm)] { qu}
avec: [Ww)] matrice des fonctions de forme
{aw} vecteur des paramétres de I'approximation.

Pour les fonctions de pondératidPan} = [Wow)] { g

" Cette relation sur le taux de déformation est dénée en MMC, nous admettons ce résultat sans
démonstration.
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avec 4q4=<100,...> nous obtenon®, =W,
ol =< 010,....> nous obtenon®, =W,
Etc....

& =< 000.1> nous obtenon®, =W,

Pour exprimer le produitr: 0 nous utilisons une représentation vectorielletdeseurs
— = T
o:9¢ ={e} {a}

avec: {e}' =<g,,¢,,.6,2¢ 2 ,2 >

T _
{U} =< Uxx ) Uw’azz’a xy’a xz'a yz>

yy! = zz? Xy?

La forme matricielle associée aux lois de compoetendu matériau est alors :

{om}=[Dm[{em}

Et celle des relations déformations - déplacements.

{e on } ={orad uon } =[] {um)

[L] matrice d'opérateurs différentiels correspondanexpression du
gradient symétrique des déplacements.

Compte tenu de ces notations le prod=nit5§
E‘*: grads(ﬁ) :{ P(M)}T[ L]T[D(M)] [L] {u* (M)}
Soit compte tenu de I'approximation et de la poaiitzm

o*: grad, (A ={ 5} "[Bow]"[ Do) [Bon] { @)
avec[ B(M)] =[ L] [W(M)]

Reportons ces expressions dans la formulationti@nizelle nous obtenons:

{&J}Ti([W]Tp[V\d{'d (1O a-[W{)) d= {5}qTrI[ W{ .y ds

Cette équation pouvant étre écrite quelque{sﬁj} , hous obtenons I'équation matricielle :

(M] {a} + [K] {q} ={F}

avec: [M] =I[W]T,o w]dv
[K]= [[B]"[D][B] dv

{F}= " {f} av+ [ {7} as
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IV-3.4 Applications a quatre modeles de 'ingénieur

Pour le modeél& traction — compression »présenté dans le chapitre Il nous avons :

[p]=es []=—

Pour le model& flexion » présenté dans le chapitre Il

Pour les modeéles de I'élasticité plane »

Le modéle« contraintes planes »s'applique a des piéces chargées transversalelmentes
faces ne sont pas chargéesques et coques minces, capacité sans effetndedf bords libres, etc...)

Hypothése [o]=|0y 0, 0| oubien{d}' =<oy; 0, 0>
0 0O O

On considére que I'état de contrainte a
I'intérieur du domaine est voisin de I'état
de contrainte sur les surfaces, donc pla
par rapport a la normale a la surface.

Ecrivons l'inverse de la loi de HOOKE pour déteranife tenseur des déformations a partir
du tenseur des contraintes.

E=——trace(o)1+ — O
E &) E

Ne conservons que les termes a travail non nul. i _
La déformation&,,; non
1 prise en compte dans la loi
Exo =E -v 1 0 059 de comportement, peut étre

2&, 0 0 2(+v)||0q2 .)’ calculée a posteriori

%
&3 = _E (Ull+ J22)

Inversons cette relation

O11 1 v 0 &1
_ E
2= -7 v 1 0 £
O12 0 o &=V |26
L 2

Le modele« déformations planes »s'appliqgue a des piéces massives dont les défiomaat
longitudinales seront suffisamment faibles poue @ggligées.
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IV — Formulation intégrale

&1 €3 0
Hypothese : [&]=|& &5 0| soit:{gd’ =<g, &, 2¢,>
0 0O O

Ecrivons la loi de HOOKE pour déterminer le tensaes contraintes a partir du tenseur des

déformations.
—Ev
1=E -

H="721+v)
Ne conservons que les termes a travail non nul.

o= trace(?) 1+ 2/,12 avec

Ull E 1_ 1% 1% O 811

Oppp=————| V 1-V 0 Epp
1+v)1-2)

012 0 0 (1 _22V) 2812

La contrainte g,, qui n'est pas prise en compte dans la loi de cotepwent, peut étre
calculée a posteriori parag,, = A(£,,+&,,)

En résumé pouré¢lasticité plane
La matrice d'élasticité est de la forme:
_ ) ) . .
(1-av)
E(l-av %
(D] = ) 0
@+v)(l-v-av)| 1-av)
0 0 (1-v-av)
L 2(1-av) |
{a =0 en contraintes planes
avec . .
a =1 en déformations planes
2 o0
811 X a u
et 'opérateur différentie|L] : | &,, =| 0 v { } tel que{e} =[L]{u}
v
2, y
9 9
|0y OX]

Pour les modéles axisymétriques »
Nous utilisons le systeme de coordonnées cylindsg€ompte

tenu des hypotheses de symétrie, le champ desceémats est
de la forme :
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uc.zy=u
b{l_j(M ,t)} — u, = 0 — {U} symétrie cylindrique
w _
U,(r.z,t)y =W _ €
Yo 5
% g / 9
b g
Pour déterminer I'opératellr] nous partons de la définition du gradient
du = grad(Q) dX
dr
avec sur la base B{d)?} =<rd@
dz
du - u,dd
ordi=di+ dd A Ty soit sur la base B{dt} =<du, + y &
du,

En tenant compte del, =0 et que u, ety, sont indépendant dé nous obtenons par
identification la matrice associée au tenseur gradsur la base b :

u 0 wu,
=] [— u
[H] = [grad(n)] =l 0 T 0
w, 0 w,
&, dlad 0

£ 0 Jdloz||w

zz

2¢,

rz

&, r 0 |[fu
Soit en petites déformationgs} =1 = Y { } de la formd L{U}

3)dz 8/ or

Si le matériau est homogéne isotrope élastique miliserons la loi de HOOKE pour
exprimer la matrice d’élasticité [D]
- Ev
1= B - )

; =A trace(?) 1+ 2,u2 avec

H="72(1+v)
g, 1-v v Vv 0 £,
Oy E v 1-v v 0

PP — 899 —
dou: o, @@+v)1-) v v 1-v 0 £, [Pl
% 0 0 0 @2y2|2,

rz

52



IV — Formulation intégrale




Méthode des éléments finis

54



IV — Formulation intégrale

V-4 Petit quiz

Vous devez pouvoir justifier toutes vos réponses

Rien ne vous empéche de discuter vos réponses@vee@nseignant.
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V — Les éléments finis

“ Les éléments finis

Les principales étapes de construction d'un magléhaents finis sont les suivantes :
» Discrétisation du milieu continu en sous domaines.
e Construction de I'approximation nodale par sousalnal
» Calcul des matrices élémentaires correspondantoartee intégrale du probléme.
* Assemblage des matrices élémentaires - Prise epteaias conditions aux limites.
» Reésolution du systéme d'équations.

Détaillons ces différentes étapes.

V-1 Discrétisation du milieu

V-1.1 Discrétisation géométrique

Cette opération consiste a décomposer le domainédnooen un nombre fini de sous
domaines « éléments finis ».

D= ; D, telleque lim M(Lej DJ =D

Il ne doit y avoir ni recouvrement ni trou entraugeéléments ayant une frontiere commune.
De plus lorsque la frontiere du domaine est congledne erreur de discrétisation
géomeétrique est inévitable. Cette erreur doit &seémée, et éventuellement réduite en
modifiant la forme ou en diminuant la taille deéréénts concernés.

q/ Modifier la taille des
. ) \ éléments

Piéce présentant des

congés de raccordement
(/ Changer la géométrie

éléments a frontiere courbe
L Erreur de discrétisation ~
géomeétrique

Erreur de discrétisation géométrique.

Les problémes de l'ingénieur sont généralement texep, des hypothéses simplificatrices
sont donc nécessaire pour définir le cadre ded&tisans avoir a représenter la « realité
physique » dans toute sa complexité.

Les DAO des pieces complexes devront étre singpdifiant d’étre calculés par éléments finis
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V-1.2 Approximation nodale

La méthode des éléments finis est basée sur ldraotisn systématique d'une approximation
u* du champ des variables par sous domaine. Cette approximation est cotstaur les
valeurs approchées du champ aux noeuds de I'élé@enparle de représentation nodale de
I'approximation ou plus simplement d’approximatioodale.

Valeurs approchées élément 1
A aux noeuds;x

v

élément 2
Approximation linéaire + >
utilisant 3 éléments élément 3

1

Approximation nodale linéaire a une dimension

Construction de I'approximation nodale

L’'approximation nodale est construite a partir @wlapproximation générale :
M U*(M):<CD(M)>{a} - o N

Pour un champ
scalaire.

<®)> est une base de fonctions connues indépendantgsnéral une base
polynomiale)

{a} est le vecteur des paramétres de I'approximati@paramétres généralisés)

Les n noeudsM; sont des points de I'élément pour lesquels
I'approximatioru* est identifiée a la valeur du champ de variables

{Un} ={urmp} =<odmpy> {&

Inversons ces relations pour exprimer les parasggeéralisé&} en fonction des variables
nodales{U ,}

lIs n'ont pas de
signification physique

<..>
_ — La matrice a inverser doit étre
= =< ) >
> {a} [T] { U"} avecT] Py bien conditionnée.
<..> Conditionnement lié au choix de

la base polynomiale et a la
géométrie des éléments.
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En reportant ce résultat dans I'approximation, nobgenons la matrice des fonctions
d'interpolation.

< Nwm)>=< D) >[T]
o . Osii# ]
Qui satisfont la propriété suivanteM; N;m )= 1sii=]
lllustration construction des fonctions d’interpolation d’déréent triangulaire quelconque

Soit un élément triangulaire a trois noeuds, | Yo 5

nous avons trois variables nodales &
identifier. Nous cherchons donc une élément réel
approximation polynomiale linéaire de la
forme : Y, 2
1
Yy
U*(x,y):[l X )ﬂ a, X,
X X %
a
Identifions les valeurs nodalesu* (. y) = u
ul 1 Xl yl al
Nous obtenons la relation matricielle suivanteyu, r =|1 X, VY, |1&,
u3 1 X3 y3 a3

Il est simple de vérifier que la relation inverseé @e la forme :

a, 1 A23 A31 A 2] U A= airedu triangle
az :ﬁ y23 y31 y12 U2 avec Xij = x - )ﬁ et ¥ - y_ y
a, X3 Xz Xy | |Ug Aij =Xy - Xy

Reportons ce résultat dans I'approximation, nodsrans :

U avec par permutation circulaire de ijk

u*xyy =[ N N N u !
(x,y) [ 1 2 3] uZ Ni :ﬁ(AJk +ijk _y)ﬁk)
3

Les calculs sont relativement long du fait de larfe quelconque de I'élément. En pratique
les fonctions d’interpolation seront construitesupaes €léments de référence possédant des
propriétés géométriques permettant de simplifiercaculs.

Nous entendons par élément réel un élément quelecthg domaine discrétise.
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La majorité des éléments de référence sont cotsBur une base polynomiale de degré 1 ou
2. Le nombre de variables nodales a identifiertégal a la dimension de la base.

Bases polynomiales complétes:

1D: linéaire [1, x] 2 variables
quadratique  [1, X, 3 variables

2D: linéaire [1, X, V] 3 variables
quadratique  [1, X, ,% Xy, V9] 6 variables

3D: linéaire [1, x,Y, Z] 4 variables

quadratique [1, X, Y, z2&Xxy, V2, xz, Z,yz] 10 variables

Bases polynomiales incomplétes:
2D:  "bi- linéaire" [1, X, Y, Xy] 4 variables

3D:  "tri-linéaire" [1, X, Y, Z, Xy, Xz, yZ, XyZ] 8 variables

Ce choix ne comporte que
des mondmes de degré 1, et
respecte la symétrie des
bases.

Deux grandes familles d'éléments sont souvent présg
Les éléments de type Lagrange
Les éléments de type Hermite

Pour les éléments de type Lagrange les variabldale® concernent uniqguement le champ
inconnu, alors que les variables nodales des élsnientype Hermite sont le champ et ses
dérivées. —

L'élément poutre présenté dans le chapitre 11l
fait partie de la famille de I'Hermite.

Eléments a une dimension C'est un segment de droite de longueur unité.

0 s >° La variable de référence esf[0,1]

Approximation linéaire

base polynomiale utilisée edts) =» 2 nceuds kM N,
Les fonctions d'interpolation sont : é
0

N,9=L=s
Approximation quadratique N N, N,
Approximation(l,s,s’) => 3 nceuds
Les fonctions d'interpolation sont :
N.s=L(2L-D 0 1 s
No9 =41 L, 3
Nys = L(2L, -9
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Approximation cubique
Approximation(l,s,s, S)
Pour I'élément a 4 noeudsl variable par noeud)
Les fonctions d'interpolation sont :

Ny(s =2 (3L, - (3L, - 2 N
Nx9 =5 L LGBL-)

N = g 3L, - o @ O >
L
N, :?2(3L2 -D(3,-2
Pour I'élément a 2 nceud$2 variables par nceud)
Le champ et sa dérivée (pente)
Les fonctions d'interpolation sont :
A
—=[Nys=1-3$+28 N uetu x N,
N,9=s-2$+ §
Famille de I'Hermite _ ,
cf. élément poutre. N9 =35 -25 A .s
N3 =-§+ 8 T~ A
N4
° o> S
1 2
Eléments triangulaires st
]
C'est un triangle rectangle de coté unité. 0.1
Les variables de reférence sont
s0[0,1] et tO[ 0,+ §
2's
(0,0) 0
Approximation linéaire
Approximation(l,s,t) = élément a 3 nceuds, triangle de typg™'T
Les fonctions d'interpolation sont :
N, =1-s-t
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Approximation quadratique at
Approximation(l,s,t,st, €, £) 0,183
=> élément a 6 nceuds, triangle de typg"'T
5 4
Onpose:l, =1-s-t,L,=s, L; =t 2's
Les fonctions d'interpolation sont : 00 6 (o)
Pour les 3 noeuds sommeti = 1,2,3 Pour les 3 noeuds d'interfacd4,5,6):
N, =L(@2L -] i=12,3avec j2ik et k£ i
Ni; =4L; L

Eléments rectangulaires plans

L'élément de référence est un carré de coté 2 ‘
Les variables de référence sofg, t) 0[-1,1] _l,s

L’approximation

t
('111) ? (111)

Approximation linéaire "Q4" (1,s,t,st)
1
N, =7(1-9(1-9
N, =3 (1+9(1-
N =3 (1+9(1+ 9
N, = 3(1-9(1+ 9

A
Approximation quadratique "Qg" (1,s,t,st,$,€,$tt9 —e°
Pour éviter d’avoir des nceuds internes, on utiies bases 8¢ > S
polynomiales incomplétes mais symétriques contethaus les
monomes d’'un méme degreé. 7 5%

Nous avons donné les fonctions d’interpolation éléments les plus simples pour lesquels il
est possible de faire un certain nombre de calamalytiguement. Signalons que les

expressions des fonctions d'interpolation de nombrautres éléments de référence sont
données dans le livre de Dhatt et Touxdrie présentation de la méthode des éléments finis"
Vous y trouverez aussi des exemples de programmeda construction systématique de ces
fonctions d'interpolation.
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V-2 Calcul des matrices élémentaires

Présentons maintenant les techniques numériquesellaires(utilisées sur chaque élément)
permettant de calculer les formes matricielles déduwde la formulation variationneltearme
intégrale) d’'un probléme de physique. Dans un premier tempss rrappelons I'écriture
matricielle de la forme variationnelle d’'un probkende mécanique des structures, cette
formulation est une des plus complexe car elle ifdérvenir quatre champs « contraintes,
déformations, forces et déplacements »

V-2.1 Formulation en mécanique des structures

La forme intégrale du PTV est :
D& jpuau av= -[o:a d +j tou dv+ [ Tu ds
D aD

Pour chaque elemeﬁtM O Dg

L'approximation nodale des déplacements :
{gon} =[Nan] {ug}
Le champ des déformations _ __——<=———>
{e an}=[Ban] {Ug} avec [ Bw]=[ 4] Nw)]

[B] : matrice d'opérateurs différentiels appliqués Bunctions d'interpolation

- {e}T—<£XX5 Ern® i Z 32 7

Le champ des contraintes

{o-an } =[Daw]{exn } =[Dan][Bon]{Ue}

D’ou le premier terme :

[ pisu dv ={su} [ MJ{ U]

T_
- {J} =< Oy 10yy 0 220 xy’J x27 y?

avec [M,]= j [Noo]" 0 [Now)] dV matrice masse élémentaire.
De

Le second terme :

[o:a dv = {oU}T[K] {ud

De

avec [Ke] = I[B(M)]T[ D) [ Biv] dV matrice raideur élémentaire.
De

Le travail virtuel des champs de force donnés’siérhent
5T, = jf andv+j1;5*u ds

O_Tde :{ e} { dé

avec {Fde}: j< N(M)>T{fd} dv + j< N(M)>T{:E} ds

De e
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> LePTv: 0D, [M{u}+[k]{u}={F}+{F}

Les efforts inconnus représentent les actions ngoas extérieures a I'élément
considéré, on y trouve les efforts de liaison elgseeléments, et pour les éléments de
frontiere les efforts associés aux liaisons cinéquas de la structure.

Lors de I'assemblage des éléments d’'une structuseinme des actions mécaniques « inter —
élémentaire » est nulle. Il ne reste donc aux noiudsnes que les efforts donnés. Et aux
nceuds de frontiere les efforts de liaisons inconnus

V-2.2 Application I'élément « T3 » axisymétrique

Soit une structure de symétrie cylindrique d’aeNous avons
explicité (paragraphe 1v-3.4)es opérateurgL] et [D] dans le

A

systeme de coordonnées cylindriq(reé,z) . | ‘
d/o"r 0 élément réel
u ¥r 0 \> j
{U} - {W} et [L] - 0 o"/dz \ffsymétrie cylilndrique
d/dz J/dr

L’approximation pour I'élément triangulaire a treiseuds défini dans le repéred,z) est :

De la forme[ N]{Ue}

{U}{Nl 0 N, 0 N O} Uy — >
|0 N O N, O Nyl |w 1
N =—(A, + A
., avec N, 2A( K TrzZ, —zn)
W3
D’oul la matrice[ B] :
Nl,r 0 N2r 0 N3r 0
(8] =[L][N] = N/r 0 N,/r 0 N,/r 0
0 Nl,z 0 N2,z 0 N3,z
Nl,z Nl,r N2,z N2,r N3z N3r

Le calcul des matrices élémentaires de cet éleméressite donc une dérivation puis une
intégration sur le domaine élémentaire, pour lelbgmel faut avoir recours a des outils
mathématique$MATLAB, MAPLE ou autres)Le calcul analytique n'est possible que pour des
éléments tres simples tels que la barre et la @outn code éléments finis a donc recours aux
calculs numériques, basés sur l'utilisation desnélés de référence, l'utilisation d’une
transformation géométrique pour définir les éléraagels, et I'intégration numérique pour
calculer les coefficients des matrices.
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V-2.3 Techniques de calcul au niveau élémentaire

Ce paragraphe présente quelques aspects du calocokrique, indispensables pour
comprendre, lors de I'analyse de résultats, lesuesrnumeériques liées au maillage.

Transformation géométrique

Tout élément réel peut étre défini comme l'image yee transformation géométrique d'un
élément parent dit de référence pour lequel lestfons d'interpolation sont connues.

La transformation géométrique définit les coord@®1(g, y, zZ) de tout point de I'élément réel

a partir des coordonnéds, t,u) du point correspondant de I'élément de référedoeméme
élément de référence permet donc de générer tageclasse d'éléments réels. A chaque
élément du domaine réel correspond une transfasmatdijective unique. Chaque
transformation dépend des coordonnées des noeodsegéues de I'élément réel. Pour les
éléments les plus simples, la transformation etilise base de fonctions polynomiales et sera
identique pour chaque coordonnée.
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(-1,1) (1,1)
4 1 3 Te
!
S
S
1 2
(-1-1 -1

élé. de référence

Dréférence m Dréel

(s,t,u) Te (xy.2

En 3D la transformation géométrique est définie:par
X =< Ng(s,t,u) >{ )§1}
y =< Ng(s, t, u) >{ yn}
z=< Ng(s,t,u) >{ Z,}

avec {xn},{ yn} { zn} coordonnées des noeuds de I'élément réel
<Ngetw> fonctions de la transformation géométrique

Dans ce cours nous ne présentons que @#sments iso paramétriques Pour lesquels les
noeuds d'interpolation et les noeuds géométriqued sonfondus. Les fonctions de la
transformation géomeétriqull, seront identiques aux fonctions d'interpolatién

Exemples d'éléments de référence classiques
Eléments a une dimension.

Référence Réel /
) t»

linéaire Te

[N r— ° /F—\
guadratique f \
° —e o /\/
cubique |
Transformations géomeétriques d'éléments a une dilmen

Ces transformations géométriques utilisent lestions d'interpolation
linéaire, quadratique et cubique définies plusthau

Eléments a deux dimensions.

Pour ces éléments les transformations géométriquoegluisent respectivement a des
frontiéres linéaires, quadratiques ou cubiques.
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V — Les éléments finis

Eléments triangulaires:

Al at Al
o : .
2/3
1/2
1/3
S S S

(0,0) (1,0)
Linéaire (3) Quadratique (6) cubique (9)
Eléments carrés:
t At t
(1,1 A 1.1) A A
S 1/3 @-- - e S
-- > ---f-- aedeane-) >
A3 @--i-i-i--
(LD 1 @D : :
Linéaire (4) Quadratique (8) cubique (12)

Eléments a trois dimensions.

Sur la figure suivante seul les nceuds sommets sgmtésentés. Pour les éléments
guadratiques et cubiques les noeuds d'interfacerespectivement au milieu et au tiers des

cotés.

tétraédrique (4) prismatique (6) cubique (8)
Eléments volumiques a transformation linéaire

Matrice jacobienne - transformation des opérateursle dérivation

Nous connaisson&avons calculerjes deérivées des fonctions d'interpolation papoapaux
coordonnées de I'élément de référe(s;e¢.u). Or il faut calculer les dérivées des fonctions

d'interpolation par rapport aux coordonnées regtles 2) .

Posons :
%’s ﬂ%’s dyo"s d%s %’x %’x
%t = d%t d%t d%t %’y =[J] %’y
%U é’%u dydu d%u %z %’z

[J] est la matrice jacobienne de la transformation
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X =< Ng(s,t,u) >{ )gq}
Compte tenu de I'expression de la transformatieng#riquey y =< N; .t v >{ yn}

Z=< Ng(s,t,u)>{;|}
[d<N_ >/
%s 945

> [J]= %t <X y z>= d<Ng>o”t :{xn} {yn} {zn}]

%’u d<N, >/
L Ju

[J] est le produit d'une matrig@,n) par une matricé€n, 3) connues.

Pour chaque élément, cette matrice s'exprime ectifimdes dérivées des fonctions de la
transformation géométrique et des coordonnées desds geométriques de I'élément réel.

La relation inverse permet alors de calculer lesivdés premieres par rapport aux
coordonnées réelles des fonctions d'interpolation.

ox s
%’y =017 %51
%’z %U
La transformation devant étre une bijecti{)ﬂl]_1 est supposée exister

Une singularité de J peut apparaitre lorsque I'élént réel est trop "distordu” par rapport a
I'élément de référence « élément dit dégenéré »fagen générale on évite lors du maillage
d'utiliser des éléments trop disproportionnés, d& nuisent a la précision numérique du

modele
De plus en plus de logiciel de pré-traitement pregatt des outils de contrble de la qualité du
maillage basé sur la taille, les proportions ethdcul du Jacobien des éléments utilisés.

Lo o 2 2 . " . .
Pour le calcul des dérivées seconé/eg:;,(z et 54@, des fonctions d'interpolatiqproblémes de

flexion), la démarche est identique mais les calculs dostgomplexes, reportez vous au livre
de D&T (pages 55-57)

Calcul numérique d'une intégrale

Le jacobien de la transformation géométrique pemegbasser de l'intégration d'une fonction
f définie sur I'élément réel a l'intégration suéhéent de référence :

[ feoro dxdydz= [ fstw|det J dsdtdu
De

Dref

Cette derniére intégrale ne peut étre évaluée tqadgynent que dans des cas extrémement
simples. En général, la fonction a intégrer est dreetion rationnelle polynomiale
compliquée. Le calcul de [lintégrale sur I'élémeahd référence est donc effectué

numériguement.
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Les formules d'intégration numérique permettentadiéer l'intégrale sous la forme générale

suivante :
Npi

[favOY f(&a

Dref i=1

ou Ny représente le nombre de points d'intégration'élénhent de référence.
& les coordonnées paramétriques des points d'iniggra
a les poids d'intégration.
Les schémas d'intégration les plus utilisés paiéléments 2D sont :
points Coordonnées; Poids
. . V3 V3
1 S= 1 t= 1 w=1/6
3 3
1/6 1/6
3 s=2/3 t=1/6 w=1/6
1/6 2/3

Vous trouverez dans le D&T (pages 280 a 300) lekesaix et les figures donnant
la position et les poids d'intégration pour difféte schémas d'intégration.

Organisation des calculs numériques
Nous avons trois calculs a effectuer au niveau @hdaire(calcul des structures)
matrice masse éIémentaire[:Me] = I< N >" p < N> [de{ J] dy,
Dref
matrice raideur éIémentaire{:Ke] = I[B(a]T[ O [ Bd det[J] dy,
Dref
force généralisée {Fa} = j< N >' { fd} de{ J] dv,,
Dref
L'intégration numeérique exacte n'est possible gue fenction a intégrer est polynomiale. La
matrice jacobienne doit étre consta(ttéément réel garde la méme forme que I'élérdentéférence).
Nous connaissons alors |'ordre de la fonction pamtyiale a intégrer, et nous pouvons choisir
en conséquence le nombre de point d’'intégration.

Dans le cas d'éléments réels de forme quelconqumalrice jacobienne est une fonction
polynomiale. Les termes a intégrer sont donc dastitms rationnelles, et la précision de
I'intégration numérique diminue lorsque I'élémeidl rest mal conditionn@isproportionné)

La précision de lintégration numérique dépend iawss choix du nombre de points
d'intégration, ce nombre est proposé par défatiir¢ d'expériencedans les codes éléments
finis. Pour les problémes non linéaire en dynami@ueutilise souvent un nombre de points
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d'intégration plus faible pour diminuer les tempsahlcul, mais attention si le nombre de
points est insuffisant cela peut conduire a dadtads faux.

Organisation des calculs :
pour chaque élément e =

pour chaque point d'intégration

Calcul

du jacobien,

des fonctions d'interpolation,
et de leurs dérivées.

Somme sur les points
d'intégration
==> Matrices élémentaires

Fin de l'intégration numérique

Assemblage dans les
matrices globales

Fin du calcul

V-2.4 Application le « T3 » en élasticité plane
L'élément triangulaire a trois noeuds

4y0 3
est un élément iso - paramétrique, R I, | e
dont les fonctions d'interpolation g / >
h; |

sont :

o><1

N;=1-s-t N,=s N=- 1> XX %

référence 14 .
élément réel
Calculons la matrice jacobienne de cette transformatiomégique.

(I<Ng> X b1
P A 1= o o

—101& ¥

J <Ny > Y
L ot X3 Y3

[J]:_XZ_XI Y2‘Y1}:[X21 )&1}
[ X337 % Y3™ % X1 Ve @ <

Cette matrice est une
constante

" Pour un probléme de dynamique lintégration réslyeut introduire des modes parasites (phénoménes
d’hourglass)
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Son inverse:
[J]—lzi Ya1 Y21
2A _X31 X21

%X :i{)’u _YZl}%S
%y AL Va1

Nous en déduisons :
N7 31 I _ 1 Yat Y| _ Y23

Nl,y -1 2A X371~ Xo1 2A X3

> el
N2.y X31

N3 x J—1 ~Ya1

N3,y 1 2A X21

Il reste a reporter ces résultats dans I'expresigola matrice[ B(x, y)]

A est l'aire de I'élément réel.
J =2A est le jacobien de la transformat

Sachant que :

Niw O Npy O Nz O
avec [Bxy]=| 0 Ny 0 Ny 0 Ny

y y x y X
L[V 0 vy 0 yp O
2> [Bgs t)]=2—A 0 X, 0 X3 0 X
X3 Y23 %13 Y31 X1 Y1
«€» Epaisseur supposée
Ces résultats sont ensuite utilisés pour le caitad uniforme de I'élément.
matrices élémentaires : —S—
11-s <
Matrice masse: [Mg]= I[N(x ] [N y)] dv = eJ' HN(S y]" p[Nsb] 2Adsdt

De

Les mondmes a intégrer sont d'ordge?
11-s

Matrice raideur:  [K]= j [Bivy] T[Dv)] [Bv)] @%ﬁﬁ[s(s,t)]T[D][B(s,t)] 2Adsdt
De 00

Les termes de cette matrice sont des constantes.
= 11-s -
Dans le cas d'une charge de volufge  {Fy} = ej J' [N, t)]T{ fd} 2 A dsd
00

N’ayant que des polyndmes a intégrer le calcul ginglie ou numérique de ces matrices ne
pose pas de probléme, et il conduira a des résuéiacts qui pourront étre réutilisés.
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V-3 Assemblage et conditions aux limites

Il faut penser énergie ou

. o Ne travail virtuel pour
Les régles d'assemblage sont définies par laoalab Dz De effectuer la sommation
e=1 des termes matriciels

3 (a0 M0 =) (0} o
> et [ {Fud ={a0}T{F
> {audT[KJud={au) [k} =

e=1

Cette opération traduit simplement que I'énergspa®e au domaine étudié est la somme des
energies élémentaires des sous domaines. Celsmagianger dans une matrice globale les
termes des matrices élémentaires. Le programmei@éfiordre des variables globales {U}
pour optimiser la place mémoire (disque) de la iwatylobale, mais aussi le temps de calcul
en fonction des algorithmes de résolution utilisé3eux méthodes classiques « matrices
bandes » et « matrices ligne de ciel » sont préserdans le livre de D&T.

Apres assemblage, nous obtenons la forme matedellprincipe des travaux virtuels :

[M]{u} +[K]{u} = {F} + {F}

Soit N équations pour N+P inconnues. Pour résoudraut tenir compte des
P conditions aux limites cinématiques associéesRaugmposantes inconnues

du vecteuf R} .

Pour simplifier les écritures nous présentons dansas d'un calcul statique les deux
méthodes couramment utilisées pour tenir comptecdeslitions aux limites, la méthode
directe et la méthode de pénalisation.

La méthode directeou résolution par blocs, nécessite de modifigtiranger)es termes des
matrices(élimination de ligne - colonneElle est colteuse en temps de calcul, on pquésenter
sous la forme suivante.

[Ka] [K](U]_[Ful [0
{[Kzl] [Kzz]HUd}_{Fdz} {Fi}
{{Ui} :[Kll]_l{{ Fod _[Klz]{Ud}}
{F} =[Kal{u} +[K){U.} -{F 3}
Dans le cas particulier W } ={0} seul les termes de,,| et[K,,| sont utiles

n effe {Ui}:[Kll]_l{Fdl}
- ﬁt{{ﬁ}=[r<ﬂ]{ui}—{az}

“Le choix de I'algorithme d’assemblage est un proldéumeérique & informatique. Les algorithmes déeend
de la taille du systéme matriciel, de la naturgochbléme (dynamique, statique, linéaire, non lirgatc... ), de
la machine utilisée (place mémoire disponible, esmke stockage, parallélisme, ....).
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La méthode de pénalisation

Pour chaque relatiog; = uy;,
ajoutons un termer tres grand au termk;; , et remplagconds; par aug;

n
L'équationi s’écrit 1 au; +)_ Kiju =ay; etadmetcomme solutian [uy;
=1

En pratique on prendrar :1014Max(K,-j )

Cette méthode trés simple et trés rapide de migewme pose cependant des problemes pour
les systemes mal conditionnés.

Nous n’abordons pas ici les méthodes numériquessigution de ces équations matricielles.
Ces méthodes sont vues en analyse Numérique. &oprdblemes de statique vous trouverez
dans les codes EF deux types de méthodes

» Les méthodes directes : Elimination de Gauss, dposition LDU, ou Cholesky ...

* Les méthodes itératives de type Gauss-Seidel.

V-4 Application au probleme d’écoulement stationnae

Nous allons appliqguer la méthode des éléments fposir modéliser le probleme
d’écoulement fluide présenté précedemment. Noulisentins des éléments triangulaires
« T3 » pour lesquels nous pouvons effectuer tausdieuls analytiqguement.

N

pl 54).' u p2 23 Q ”””””” » X

et Section
> 2a

La formulation variationnelle de ce problenpafagraphe 1V-2):

0P | gradP gradu dS | gu” os-[ B o
Q - on o H

Inconnues associées aux
conditions aux limites

et sa forme matricielle associépL]{ q} ={ Fy} +{ F}
avec  [L]= £j}[B]T [B] ds ou [B]=| gradw],

{F}=-Z[p ds
’uQ

Traitons maintenant ce probleme par éléments flaisection droite étant discrétisée par 4
triangles. Pour chaque élément nous avons :
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e [i]=u] (8] [8] s { §=-r[[ N

la figure ci-contre représente le maillage de letise droite
(numérotation des éléments et des ncedd@s)ur calculer les matrices 4
élémentaires nous utilisons I'élément de référehce T3 »

O £ 0
Pour le premier élément du maillage, la transformation )
géomeétrique est définie par la figure suivante :
v Maillage

Rappel :
Pour I'élément de référence
Nl = 1_ S_ t
N, =s
1 2 2 - 2
référence Section N3 =t

La matrice jacobienne dg : (élément 1,2,5)

110 % 0 -2
[Jl]{ }—a “a :{ a} > det(y)= 2

-1 0 1 a -a
0 D
Vérifions la surface
. 4_ 1 |-a 2a de cet élément :
D’ou [Jl] = Taz —a 0 11-s

s=[[2ddds &
00

La matrice[ By(s, y] est définie par

1| %%s :[Jl]_l_—l 1 0}_ 1{—1 -1 2}

(B =137, -1 0 1] 2a

ot

C’est une constante

(1 0 -1 car I'approximation
. T 1 élémentaire est
Le prOdUIt[ B.I.] [B.I.] :g 0 1 -1 linéaire
_—1 -1 2

Nous pouvons intégrer analytiquement :

11-s 1 0 -1
[Kl]:y”[B]]T[Bl]zazdtdszg 0 1 -1
00 -1 -1 2
Le vecteur force généralisé associé &.—17
11-s 11178t 2 1
{F}=] [Nt f2a°dtds= 2& ff [{ s | dds ——
3
00 00 t 1
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Pour les 3 autres éléments
Elément 1 : [Kl] et{F} sur<u, u, w>

Effectuez un des calculs, et
vérifiez que les matrices

élémentaire raideur et force
sonttoutesidentiques

élément 3: [Kg] et{F;} sur<u, u, u> S
élément 4: [K4] et{F,} sur<u, u u> <

élément 2: [KZ] et{F,} sur<u, u, w>

Assemblage et conditions aux limites.

sur{U} =< b 4 U >

_k1_+_4 kl 0 k4 k1+_ 4 l [ 1 0 0 O - :[
kl k1+2 k2 0 k} 2 O 1 0 0 - 1
[K]=| 0 ks kpusz kg Kayg [=g/0 O 1 0 -1
k4 0 k3 k3|_4 k3|_ 4 O O 0 1 - 1
(Kiva kuo kKaz kKys Keaggd |71 -1 -1 -1 4]
flea 2 fy 5
f 2 f Efforts Inconnus associés
1+2 a7 2 aux vitesses d’écoulement
{Fd} =1 oz p=-——12;, et {F,} =< f3 nulles
f3+4 3 2 f4 U1:U2: U3: U4:O
f1+2+3+4 4 0

Unités : 4 = [%-S_J

relp=[;

2
T a‘m
La derniére équation nous donag= —-——

W oD

On en déduit les efforts nodaux inconniys- alm

2

Rappel au centre de la conduite la vitesse dudluicnalytique »= - Q, 2947@
7
§ Wy pOUL K= 1]

La figure ci-contre représente I'évolution du chaiep vitesses tion BF
dans la section centrale de la conduite. sohation
Compte tenu de la discrétisation utilisée nouspgiesns pas sohution
obtenir une solution satisfaisante avec des él&néattype [ analytique
«T3» car la solution approchée est basée sur une
approximation linéaire sur chaque élément du chatep
vitesses. by

La figure ci-dessous présente une améliorationilplesde la solution en affinant simplement
le maillage en « T3 ».

75




Méthode des éléments finis
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Résultats avec le logiciel FlexPDE
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V-5 Petit quiz

Vous devez pouvoir justifier toutes vos réponses

Rien ne vous empéche de discuter vos réponsese@ive@nseignant.
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VI — Utilisation d’un logiciel EF

Un programme général de type industriel doit éaeable de résoudre des problemes variés
de grandes tailles (de mille a plusieurs centadeesnilliers de variables). Ces programmes
complexes nécessitent une bonne maitrise, de Ysmalu probléme et des résultats obtenus,
avant d'espérer pouvoir modeéliser un problemedédhcon correcte.

Les possibilités offertes par de tels logicielstsmmbreuses
- Analyse linéaire ou non d'un systéme physiquéicon
- Analyse statique ou dynamique,
- Prise en compte de lois de comportement complexes
- Prise en compte de phénomeénes divers (€lastibeémiques, électromagnétiques,
de plasticité, d'écoulement, etc. ...) ceux-ciyamt étre couplés,
- Problemes d'optimisation,
- etc. ...
et ils ne cessent de se développer !

L'utilisation de tels logiciels nécessite une fotiora de base minimum. La mise en ceuvre
pratigue sur des cas tesgts possible simplespermettrons de savoir comment modéliser et
analyser différents éléments d’'un probléeme plus piere. Avant de passer a la pratique,
précisons comment se déroule une étude baséatdigalion d'un logiciel éléments finis.

VI-1 Déroulement d'une étude

Pour réaliser une étude par éléments finis, il faueles objectifs de I'étude soient bien
définis (statique ou dynamique, élastique ou plastiquerntique, le type de matériaux, les
charges appliquées ...). Le cadre de I'étude, @'eite le temps et les moyens disponibles,
doit étre compatible avec les objectifs et la @iéti cherchée.

Supposons ces conditions remplies qui est rarement le cadjétude est organisée de facon
logique selon les étapes suivantes.

VI-1.1 Analyse du probleme:

Cette analyse conduit a préciser, un certain nondhrgpothesesgchoix qui conditionnent les
résultats) Basée sur I'expérience personnelle, elle dépendodhbreuses considérations. La
difficulté essentielle est de trouver un bon compeo entre les parametres propres au
probléme et ceux relatifs a I'environnement deditaliés a la connaissance du logiciel).

Choix du modéle:En calcul des structures, les plus classiquesdmhygpe : poutre, élasticité
plane, axisymétrique, coques mince ou épaissejmeitsionnel, ... a ces modeles
mathématiques correspondent des familles d'élénfiargs

Choix du type d'élément®n choisira les éléments les mieux adaptés darfardlles
disponibles, en fonction de la précision vouluelaleature du probleme, mais aussi
du temps disponible, et de la connaissance del@eegts.
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Choix du maillagell dépend essentiellement des outils dont on disgaour réaliser
ce maillage. Il faut tenir compte de la géométgienplification de la DAO) des
sollicitations extérieuregorévoir les surfaces, lignes, points de chargejnethes conditions
aux limites a imposer, mais aussi des informatrenherchées locales ou globales.

Hypothéses de comportementQuel modeéle retenir pour représenter le compomé¢rda
matériau.
Faut-il effectuer le calcul en élastique linéaékastoplastique, viscoplastique ?
Comment modeéliser les liaisons, les contacts ges?
Peut-on utiliser une méthode d'homogénéisdtiarériau hétérogéne ou composite)
Peut-on traduire I'incompressibilité d’'un miligbodélisation du caoutchou®)

Si pour réaliser I'étude il faut utiliser des élémats finis nouveaux(inconnus de Iutilisateur).

Il est indispensable de vérifier leur comportementsur des problémes élémentaires, si
possible proches de I'étude menék'ouvrage suivaritGuide de validation des progiciels de
calculs des structures, AFNOR technique 199#€sente des cas tests pour de nombreux
problemes, pouvant servir pour comparer la solutaliienue avec d'autres solutions
numérigues ou analytiques. Ce travail préliminaitiée pour former sa propre expérience,
permet en plus de valider I'utilisation du logiciel

VI-1.2 Création et vérification des données:

Cette étape dépend essentiellement du logiciasé&tpour définir le jeu de données. Des
exemples de formation « tutoriaux » et la docuntartadu bloc fonctionnel correspondant,
vous permettrons de vous familiariser avec la syntailisée pour définir le jeu de données.
La création et les vérifications relatives au jee données se font généralement
graphiquement, grace a un module informatique @qpétprocesseur En sortie, un fichier
est créé, qui contient toutes les informations seaiees a lI'exécution des calculs.

Des logiciels tel que HyperMesh sont spécialiséar gaciliter cette étape qui, sur les
problemes complexes, est longue et fastidieuse.|l@gsiels permettent de récupérer des
DAO, de les « réparer, transformer », et de prépargeu de donnés ; et cela en fonction du
logiciel de calcul que I'on souhaite utiliser. Cens des outils puissants qui nécessitent un
temps d’'apprentissage pour connaitre les diffésefaectionnalités. Nous utiliserons peu ces
logiciels, dans le cadre de votre formation ingéniear nos objectifs sont différents. Nous
visons la compréhension physique de problémessitugles, la somme de ces connaissances
devant vous permettre d’aborder plus tard la corm@elans le cadre industriel.

Différents contrbles peuvent étre utilisés pourdealle jeu de données :

. Vérification de la géométrie de la piéce et du lagé. Le bon sens et I'expérience
acquise vous guideront pour vérifier a I'ceil quér@anaillage n’est pas aberrant.

- Vérification de la prise en compte des sollicitaicet des conditions cinématiques
imposées a la structure.

- Vérification des propriétés mécaniques utilisées.

L’objectif de ces premiers contrdles est d'éviterds calculs inutiles. D’autant plus que la
recherche d’'une solution acceptable pour un problém donné est rarement le résultat
d’un seul calcul !
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VI-1.3 Exécution du calcul:

Ce bloc, le plus colteux en temps machine est sh@xe&cuté en tache de fond. Un fichier de
résultats permet généralement de vérifier que I&grehtes phases de calculs se sont
correctement déroulées :

- Interprétation des données, vérification despatees manquants

- Construction des matricésspace utile pour les gros problémes)

- Singularité de la matrice raiderobléme de Conditions aux limites ou de défimitides
éléments)

- Convergence, nombre d'itérations, etc ...

Ce fichier peut éventuellement contenir les résailia calculdéplacements, résidus, contraintes,...)
ce qui lui confere dans ce cas un volume généraletres important.

Il peut arriver que le calcul échoue. Les prinaggasources d'erreurs, généralement observées
a ce niveau, sont les suivantes:

"erreurs” "causes"” "remédes”
Singularité de [K] eléments mal définis| modifier la topologie du maillage,
existence de modes | modifier les liaisons,
rigides, modifier le nombre de points
intégration numérique| d'intégration.
Résolution des Arrondi numérique, | travailler en double précision,
équations Non convergence. changer d'algorithme,
augmenter le nombre d'itérations.

VI-1.4 Exploitation des résultats:

Les calculs demandés dans le cahier des chargds phis souvent pour objectif de valider
ou de vérifier le dimensionnement d'une structure.

Les résultats obtenus et les conclusions relativasix phénomeénes a étudier devront étre
présentés de facon synthétique: tableaux, courbessualisation.

Cela justifie largement ['utilisation d’'un post-pesseur, qui propose des outils pour
sélectionner les informations que l'on veut étudier

- Valeur moyenne sur un élémer@omment est-elle définie?

- Valeur maximale sur I'élémen€omment est-elle calculée?

- Valeurs aux noeuds et écarts entre les élémdéntgioi correspondent-elles?

- Les courbes d'iso contraintesnt-elles une signification?

- etc. ...

Attention: lors de l'utilisation de ces outils, ilfaut savoir (donc se poser la questionge que
représente (ou cache) l'information qui vous est mposée graphiquement. Celle-ci est
construite (calculée) a partir de résultats discret :

Différentes vérifications doivent étre effectuéemipvalider les résultats. Ces vérifications
entrainent dans la plupart des cas a remettre wseda modele pour en créer un nouveau,
dont on espére qu’il améliorera la solution préoéele

Pour valider une solution, il faut procéder dans lordre
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* dans un premier temps, estimer la précision du mode

* Puis procéder a sa validationVérification (et remise en cause) des hypothéses d
modeéle.

Les indicateurs sur la précision du modele sontgdement locaux, ils concernent des
informations élémentaires calculées aux noeuds wx points d’intégration. Or ces
informations sont souvent extrapolées ou lissée ptre représenté en valeur moyenne sur
I’élément ou en courbe d’iso — valeurs sur le domai

Les indicateurs locaux sur la précision d’un moadeééeEanique peuvent étre :

» Discontinuité des contraintes entre des élémerjecawts. Le plus simple, pour un
matériau isotrope, est de visualiser la contraigdeivalente de Von Mises, cela
permet d’avoir une idée des zones fortement chargéeayant un fort gradient de
contrainte. Ces zones seront I'objet de toute raitention.

» Valeur du tenseur des contraintes sur les bordsslibu chargégertaines valeurs sont
alors connues)En pratique il faudra estimer ces valeurs a pde valeurs obtenues aux
points d’intégration.

» Densité d’énergie interne de déformation sur chadément, I'idéal étant d’avoir un
écart le plus faible possible.

Ayant quantifié la qualité de la solution numérig{gécision), différents contrbles vous
permettrons de valider votre modéle :
* Ordre de grandeur des résultats obtenus

» Vérification des hypothéses du modéle*
* Par exemple en élasticité linéaire il faut vénifque I'amplitude des déplacements reste faible
par rapport aux dimensions de la structure, quelédsrmations et les contraintes observées
respectent les hypothéses de linéarités de lalobthportement.

* Que les choix de départs sont justifiés.

La comparaison et l'analyse des résultats des rdiffés modélisations que vous aurez
réalisées, vous permettra d'améliorer puis de emlich modele "final”" fiable. L'étude menée
vous ameénera a conclure sur 'adéquation entreuatare et le cahier des charges.

La synthése de ces calculs préliminaires est indispsable car elle vous permet de
justifier et de définir les limites (du ou) des modles retenus.

VI-2 Organigramme d'un logiciel éléments finis

Dans le cadre des projets vous aurez a utiliseode de calcul industriel. Il faudra formaliser
votre analyse du probléme, en précisant les chxiticites ou implicites de votre modeéle.
Puis a partir des simulations numeériques, validediscrétisation du modéle, et analyser les
résultats de I'étude. Le rapport fera la syntheseod calculs et présentera vos conclusions.

Tout logiciel de calcul par la méthode des éléménts contient les étapes caractéristiques
ou blocs fonctionnels suivants :
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VI — Utilisation d’un logiciel EF

L OGICIEL UTILISATEUR
e —— Analyse du problem
| PREPOCESSEUR: " interactif " |« 2
Fonctions:Lecture et vérification des données
Données: Modification des données | %
Coordonnées des noeuds

Définition des éléments "mailles"
Paramétres physiques

Sollicitations

Conditions aux limites

Verifications:

Visualisation du maillage

Lecture du "fichier résultat"

ou "questions - réponses -verifications”
Création du fichier des données

----------------------------------------------------- Ve . - 7 '
_—— —— Vérification des donné«

[BLoc - caLcuL : "Non interactif" |

Fonctions:Calcul des matrices et vecteurs
et résolution du systeme d'équations

Pour chaque élément

- Calcul des matrices élémentaires
(comportement, sollicitations)

- Assemblage dans les matrices globales

Résolution

- Prise en compte des sollicitations nodales

- Prise en compte des conditions aux limites

- Résolution

Création des fichiers résultats

Vérification des calcul

| PosTPROCESSEUR: " interactif " |

Fonctions :Traitement des résultats & visualisation

- Calcul des variables secondaires, (€ ,...)

- Traitement des variables
isocontraintes, isodéformations
déformées, valeurs maximales
normes, ...

- Superposition de problémes

- etc...

Visualisation

Analyse des résultats
Note de calcul
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Méthode des éléments finis

VI-2 Petit quiz

Vous devez pouvoir justifier toutes vos réponses

Rien ne vous empéche de discuter vos réponses@veenseignant.




VI — Utilisation d’un logiciel EF

Notes personnelles
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