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L'objet de la cinématique est I’étude du mouvement, indépendamment des causes (les forces).
On se place évidemment en mécanique newtonienne.

Le mouvement est relatif au référentiel d’étude : on définit un référentiel (R) comme I'association
d’'un repére d’espace (muni d’'une BOND) et d’un repére de temps (horloge).
Par abus de langage, on confond souvent référentiel et repéere d’espace.

l. Vecteur vitesse.

1.1. Définition.
On définit le vecteur vitesse d’'un point M par rapport a un référentiel d’étude :

V (M/R) = oMb

Hdt&

Rem. : s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement : V = —d;)t =

<
= lo

I Y, | s’exprime en ms™

V est tangent a la trajectoire, orienté dans le sens du mouvement

1.2. Expression dans les divers systemes de coordonnées.

 Cartésiennes : dOM = dxx + dy;/ +dzz

— o
0 V x = Vi
o
y=Vy
- = - o
(x,y¥,2) z =V,
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Cylindriques : dOM =dr e, +rdf e, +dz e,

— o
0 Y, r=V,

o
r6=Vg

_ - — o
(er.€.€;) z =V,

+ Sphériques : dOM =dru, +rdBu, + rsinBdd Ug

— (o]
O \Y r =V,
(o]
I"e—Ve
_— — (o]
(ur ,ug , Uy ) rsinb¢ =V,

e Triedre de Frenet :

<l

N

T= doM
ds
2 ~  dOM _ dOM . ds
© dt ds dt
— o - —
O V=sT=VT (vitesse algébrique)
Il. Vecteur accélération.

11.1. Définition.

a(M/R) = HvVM/R)H _ H*oME

(o]
(en I'absence d’ambiguité : a =V = r)

a | s’exprime en ms™

a est dirigée vers I'intérieur de la concavité de la trajectoire (cf ii))
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11.2. Expression dans les divers systemes de coordonnées.

* Cartésiennes

— o] - o - o -
V = Xx({) x+ y(t) y+ z(t) z
> (o]0)
O a X
[e]0)
Yy
- > - [o]0)
(x,y,2) z
e Cylindriques
— o — o] —_ o RN
V =r@)e () +r)6) eg()+ z(t) e,
- 00 — 0 00 — 00 — _0. 00 —
O a=[re,+re]+[r9e9+r6e9+r6ee]+ze
o 0 —.
Or : e, = 0eq donc :
o, o .
eg =-0e,
- [e]6] O2
a r-rée =a,
[o 0] (o]0)
2r0 +r0 = a
—_ — — (o]0)
(er.e9.€;) z=a

Rem. :

—_—

¢ Comme e, et ey sont des vecteurs « mobiles », il est bien sOr faux d’écrire :

o o
a=Vr et ag=V,.

Il faut dériver aussi les vecteurs !.. (donc attention)

= On peut remarquer que :

ag=-—- — (r 6) (nous utiliserons plus tard ce résultat).
r
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e Triedre de Frenet :

— (o] —
> V = s T(t)
a
- (o]
— - 00 o 5
N iR a= d_V= sT+sT
T dt
2 _dT _dT _ds
S
©
Comme d—T = l I_\]
ds R
o (o]
T=2N
R
> (e]e] (o]
Donc : a S=V=ar (ar accélération tangentielle, ay > 0
02 V2 i
s /[R= — = a, accélération normale)
R
(T.N,B) 0
I11. Exemples de mouvements.
111.1. Mouvement circulaire.
y
T=e; _. .
e, =-N
R - M
N
< 0
0
S
On pose : s=p=R9
(o]
w(t) = 6(1)
On remarque que : N =- e_; ) o
(attention, cette propriété n’est valable que pour
T =eg le cercle).
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[O QN 0o - o —,
sT =ROT =R0Oeg

<l
I

Alors :

2 00 —, o~ - 00

0T ——
a=-RO e +ROey, =RO N+ROT

On retrouve donc, en utilisant soit la base (:I: ,KI), soit la base (e_; ,e_(; ), que :

r (o] (o]
V= RO =s
0?2 2
< ay=R6 :R(A)zzv_
R
oo (o] [e]e]
ar=RO =Rw= s

\

Pour un mouvement circulaire uniforme (MCU) :

o
w=0:w=u = cste

111.2. Mouvement elliptique.

L’éguation cartésienne de I'ellipse de centre O est :

2

2
X_+y_:]_
a? b
Ou encore : X = a cos 0
y =bsin 6

Si B(t), calculons V et a dans la base de coordonnées cartésiennes :

— o (o] )
\Y x =-a 0sinB
(o] (o]
y =b 6 cos 6
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oo 00 02
x =a[- 6sinB- 06 cos 0]

ol

Puis :

oo oo 02
y =b [0 cos6- 6 sin 8]

—

Cherchons & quelle condition : a 0 OM = O (mouvement a « accélération centrale », cf iii)).

[e]0) 02
- B sinB-0 cosH cos 0

00 2

— _— o]
a 0OM = ab OcosB-06 sin6 0O sinB
0 0

00 — 00
=ab6 z =0 = =0
(o]
Soit : B=w=cste e O=ut (si 6(0) =0)
Alors : 2 =- 002 m (accélération « centripéte », proportionnelle a la distance)

= .
\\Oy

111.3. Mouvements a accélération centrale.

—_—

. Déf.: 0O fixe tel que a 0OM = O

—_

Rem. : on exclut le cas trivial V. 0 OM = O et a 0 OM = O qui correspond aux mouvements

rectilignes.

e Propriétés
< Le mouvement est plan

SoiteneﬁetK =m D\7 :
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dizm_MDV+WID;=6
dt dt

Donc A = cste, or A est perpendiculaire au « plan instantané » de la trajectoire, donc ce plan ne

varie pas au cours du temps.

& Le mouvement obéit a la loi des aires. On repére M par ses coordonnées polaires (r,0)

dans le plan de la trajectoire Oxy :

OC\ y

ﬂe // ds
_\ /e
a 9/ M’ (t-+dt)
M(t)
er
X
o
On a vu que : a9=li (r’e)
r dt
Orici : ag=0
o
0 r’e =C (constante)

La constante C est appelée constante des aires (C en m?s™).

Soit alors dS l'aire « balayée par le rayon vecteur OM » pendant dt :

ds = % r’ de (secteur circulaire)
Ainsi : (;—f = % C = cste (« Vitesse aréolaire »)

La loi des aires dit que l'aire balayée (par le rayon vecteur) par unité de temps est constante.
(Cette loi constituera, pour les Planétes du Systéme Solaire, la 2° loi de Képler).

o o

Rem. : en cartésiennes, on peut montrer que C = Xy - yx

& Formules de Binet : ce sont deux formules qui donnent V et a,, indépendamment du

temps ; elles sont utiles si on connait (ou si on cherche) I'’équation polaire r(6) de la

trajectoire.

Francois MORAND 0 EduKlub S.A.
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p
O O
V2 = 2m2+5“—”525 (1)
H OdeOH H,-1A
< Lo O ro
a, =-ca? m+ 345 @)
g de*g
\
Démonstration
02 02
1) Vi=r +r° 60
e _dr_dr_ Cdr_ . du
dt de r2 de doe
0?2 2
8 = cae
2
00 o
(2) a=r -rb
oo o 2 2
r:i(r):iB_C%H:_ _dl;@:_zzdl;
dt dtg dép de? dt de
0?2 2
roe =C—3=C2U3

IV. Changement de référentiel.

IV.1. Vecteur Q, = Q (R'/R)

zAN(R)

Soient deux référentiels
(R) « fixe » ou « absolu »

(R") « mobile » ou « relatif »

lls sont en mouvement I'un par rapport a l'autre.
On peut caractériser le mouvement de (R) par rapport a (R), appelé

mouvement « d’entrainement » par :
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« Le mouvement de 0’ & V (0'/R)
e La rotation autour de O’, caractérisée par le vecteur vitesse de rotation instantané de (R)/(R)

noté Q (R'/R) ou Q.

Le vecteur (Z étant défini par :

[ — L
HEE?:Q(E 0 x'
\ E%Efa‘;m%

1V.2. Régle de « dérivation dans le repére mobile » :

Soit un vecteur quelconque A exprimé dans la base « mobile » (x',y",z") :
A=AX +A Y +AZ

Si on dérive A dans (R), on doit dériver les composantes et les vecteurs :

HD'AH—(AXX+A§/ Az 7)
Hdta N g .,
A
Hat
o ° 9
+ (Ax‘ X' +Ay’ Y' +Az‘ Zl)
— _/

~

Q_; 0A par définition de QTJ

)>1

Ainsi : E HZ—E +Q (R/R)OA

oA
Hat
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1V.3. Composition des vitesses.

Soit alors M en mouvement par rapport & (R) (mouvement « absolu ») et donc par rapport a (R’)

(mouvement « relatif »)

doum - 554 . 257,

-
HOME | o~ o
H dt &
On pose : Vo= EpO—MH vitesse relative
H dt H?
\76: = \7(0') + Fe 0OM vitesse d’entrainement

<l

Alors :

Cas particuliers :

« (R’ en translation par rapport a (R) :

—

Q. =0

Alors : \Z = V(O') , et:

V =V + V(O)

« (R’ en rotation uniforme autour de 0z :
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Trajectoire
d'entrainement

—_— >

o'=0

Ve = Q 0 OM = wz Dm=ue9

(Le mouvement d’entrainement est circulaire uniforme de rayon r)

1V.4. Composition des accélérations :

a(WR) = E%E= %o+ BVH 9 5 | o o HoME

Avec : EQV'

Posons alors :

—_—

— d — — —_— — accélération
a, = a (0O)+ dte OOM+ Q. 0(Q,O0'M) (

d’entrainement)

a =2Q. 0V (accélération de Coriolis ou complémentaire)

La loi de composition des accélérations s’écrit :

—_— —

a = a +a, + a;
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Cas particuliers :
« (R) en translation par rapport a (R)

a. = a(0)
a, =0
0 a= a+ a(0)

(R’ en rotation uniforme autour de Oz :
da,
dt

=0

Q. 0(Q, OOM) = wz O (wzOOM) = - «fre,
H_J

—_—

wr eg

—_— _—

a, =-ufre, =-of H

Ainsi :

(accélération centripete = celle du mouvement d’entrainement, MCU)
Rem. : en mécanique classique, le temps est absolu : t' =t

(ce qui ne sera pas le cas en mécanique relativiste..)
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