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Chapitre 1

Introduction

Le chapitre3 présente les principes de l’expérimentation. L’id́ee est de rappeler les prin-
cipes fondamentaux contenus dans la construction des plans d’expérience.
Le chapitre4 présente les concepts de base en statistiques. Il a pour but de définir le
cadre de la th́eorie des tests. En effet, une mauvaise utilisation des termes de base conduit
souvent̀a une conclusion erronée.
Les chapitres5 à 10 sont centŕees sur l’analyse de variance. Le chapitre5 est une ver-
sion simplifíee de l’analyse de variance dans le cas de deux moyennes. Conclureà une
diff érence significative (à un seuil donńe) entre les moyennesétudíees n’est ǵeńeralement
pas suffisant. Afin de rechercher l’origine de ces différences, les techniques de comparai-
sons multiples sont présent́ees dans le chapitre7.
L’analyse de variance n’est valide que sous certaines hypothèses qu’il est important de
vérifier. Le chapitre8 présente des ḿethodes de v́erification de ces hypothèses et les
chapitres9 et 10 indiquent des manières de proćeder lorsque les hypothèses de base ne
sont pas respectées.
Dans la m̂eme id́ee, nous supposons que les méthodes de calcul des coefficients de
corŕelation sont connues du lecteur. Le chapitre11 présente des tests de corrélation
non paraḿetriques utilisables lorsque les hypothèses des tests de corrélation ne sont pas
remplies. Enfin le chapitre12 présente des tests sur l’autocorrélation des donńees en
régression.
Dans le chapitre13, nous avons regroupé l’ensemble des tables statistiques nécessaires̀a
l’utilisation des tests pŕesent́es tout au long du document.
En ŕesuḿe, nous avons essayé de rappeler les notions de base dans les trois premiers
chapitres et nous présentons un ensemble de techniques utilisables pour vérifier les hy-
poth̀eses de base de l’analyse de variance et de la régression et pour analyser les données
lorsque ces conditions ne sont pas remplies. Cette approche nous permet de présenter
des techniques utilisables dans d’autres contextes (test du chi-deux ou de Kolmogorov-
Smirnov, par exemple).
La pŕesentation n’est pas exhaustive et un certain nombre de techniques très utiliśees ne
sont pas pŕesent́ees (ACP, AFC, classification, discrimination, régression non lińeaire...).
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Chapitre 2

Introduction à l’analyse statistique

1 Introduction

L’expérimentateur qui op̀ere se heurtèa de nombreuses difficultés. La grande variabilité
des caract̀eresétudíes, les nombreuses et incontrôlables causes qui peuvent les influencer
rendent suspect, a priori, tout résultat isoĺe. Entre la constatation du fait expérimental et
la conclusion plus ǵeńerale que l’on pŕetend en tirer, se situe une phase intermédiaire qui
est celle de l’interpŕetation. Une interpŕetation incorrecte d’observations, inattaquables
en elles-m̂emes, peut conduirèa des conclusions toutà fait errońees. Les ḿethodes sta-
tistiques permettent d’éprouver la validit́e des ŕesultats, en fonction m̂eme de leur va-
riabilité, avec la plus grande rigueur scientifique. Elles permettent une analyse, base de
toute interpŕetation.

2 Planification

Toute exṕerience un peu complexe utilise la combinaison de principes de base. Il doit
toujours y avoir un certain nombre de réṕetitions et les causes de variation sont soit
contr̂olées, soit ŕeparties au hasard. Ces principes seront dévelopṕes dans le chapitre3.
Mais la disposition adoptée n’est pas indiff́erente : il faut qu’elle soit pratiquement réalisable
sur le terrain, sans que les difficultés d’ex́ecution ne deviennent exagéŕees, et il est es-
sentiel qu’elle permette une estimation correcte de l’erreur expérimentale, base indis-
pensable pour juger de la signification desécarts observ́es. La mise au point du plan
exṕerimental semble donc, dans chaque cas particulier, nécessiter la collaboration de la
technique agricole ou forestière et de la technique statistique.

3 Observation des ŕesultats

Avant de commencer une analyse, il est important de bien observer ses résultats, et
donc de les pŕesenter correctement. Il est nécessaire que les données soient lisibles et
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6 Observation des ŕesultats

compŕehensibles tant pour l’expérimentateur que pour quelqu’un n’ayant pas une connais-
sance d́etaillée de l’exṕerience. Il est aussi utile de pouvoir les reprendre (et les com-
prendre) apr̀es une longue ṕeriode.
Les donńees doivent̂etre toujours accompagnées d’une explication d́etaillée de l’exṕerience
et des remarques de celui qui les a relevées. L’exṕerimentateur doit les contrôler rapide-
ment afin de pouvoir aller sur le terrain vérifier les anomalieśeventuellement d́etect́ees.
L’introduction des donńees̀a l’ordinateur est une source d’erreur importante. Si les données
sont copíeesà la main, il faut qu’une autre personne contrôle le travail.
Les donńees doivent̂etre accompagńees du protocole complet de l’expérience afin de
pouvoir resituer les données suspectes. Ceci permet de savoir si on peut corriger la donnée
ou si on doit l’́eliminer de l’analyse statistique. Cette dernière possibilit́e n’est acceptable
que lorsqu’une cause indépendante du traitement est identifiée (exemple2.1et2.2).

Exemple 2.1 Circonf́erence d’arbres (en cm)

BLOCS
I II III IV

ESP CIRC ESP CIRC ESP CIRC ESP CIRC
D 37.0 C 56.7 E 21.5 A 59.2
A 61.0 B 50.2 C 18.4 D 40.7
E 20.0 A 2.1 B 1.5 C 62.2
B 53.7 E 18.4 D 33.4 B 48.6
C 1.8 D 30.9 A 50.3 E 19.0

Les donńees correspondent aux circonférences de cinq espèces d’arbres. En observant
les donńees, fournies avec le plan de la parcelle, nous remarquons trois valeurs parti-
culièrement faibles pour les espèces C (CIRC=1.8), A (CIRC=2.1) et B (CIRC=1.5) dans
les blocs I, II, III respectivement. Il est manifeste que ces faibles circonférences ne sont
dues nià des effets espèces nìa des effets blocs. Les notes prises au champ permettent de
découvrir que ces arbres ont subi de fortes attaques d’insectes.

Exemple 2.2 Circonf́erence moyenne de quatre espèces d’arbres (en cm.)

BLOC ESP CIRC ESP CIRC ESP CIRC ESP CIRC
I A 40.0 B 30.0 C 15.0 D 10.0
II B 45.0 A 42.5 D 18.0 C 12.5
III D 35.0 A 40.0 C 16.0 B 13.0

Le plan du dispositif indique que les blocs sont adjacents. Les faibles circonférences dans
la partie droite de la parcelle sont duesà la présence d’une pente qui crée un gradient
de fertilité.

Pour observer les données, il peut̂etre utile de les ŕearranger par traitement afin de mettre
enévidence des grandes différences entre des parcelles ayant reçu le même traitement.
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2. INTRODUCTION À L ’ ANALYSE STATISTIQUE 7

Dans le cas de mesures réṕet́ees dans le temps, faire un graphe des données par rapport
au temps òu par rapport̀a la position est une excellente méthode pour d́etecter des valeurs
aberrantes.

Les exemples2.1, 2.2, 2.3, 2.4repŕesentent des cas typiques.

Exemple 2.3 Essai fertilisation (circonf́erence en cm.)

FERT CIRC FERT CIRC FERT CIRC
1 22.9 2 50.6 3 61.2
1 17.3 2 39.1 3 70.4
1 36.4 2 52.3 3 71.6
1 20.2 2 46.7 3 69.2
1 19.7 2 43.1 3 59.8
1 26.8 2 38.0 3 65.0
1 147.5 2 46.4 3 73.4
1 16.4 2 47.6 3 81.8

Exemple 2.4 Mesure du poids de la masse foliaire de quatre espèces (tonnes/ha)

PARC ESP A ESP B ESP C ESP D
1 1.69 2.72 1.25 8.70
2 1.77 3.16 3.25 7.60
3 1.31 2.48 1.50 19.00
4 1.99 2.50 2.75 12.25
5 2.03 2.66 3.00 8.71
6 1.87 2.18 1.50 7.95
7 1.75 4.00 2.32 6.03
8 1.91 3.54 3.71 7.19
9 1.88 1.72 2.63 9.86

La précision des donńees semble douteuse car tous les poids importants se terminent par
.00 et .05. Il est possible que plusieurs machines aientét́e utilisées et que certaines ne
pouvaient mesurer̀a 10 kg pr̀es. En faisant un graphe des rendements en fonction des
parcelles, on note des différences importantes dans la variabilité des traitements.

4 Statistiques descriptives

Plus le nombre de données est grand et moins il est lisible. Il devient donc rapidement
utile de regrouper les valeurs afin de faire ressortir les choses importantes. Les techniques
graphiques sont particulièrement adaptées pour ce genre d’analyse. Néanmoins, pour des
techniques plus avancées, nous renvoyons le lecteurà des livres plus sṕecialiśes et nous
concentrerons d’abord notre attention sur les notions de moyenne, de variance et de co-
efficient de variation.
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8 La moyenne

5 La moyenne

C’est le param̀etre de position le plus classique. Intuitivement, elle indique où se trouve
le milieu des valeurs. Toute seule la moyenne a peu d’intér̂et car elle ne donne au-
cune information sur la répartition des donńees ; de plus elle est très sensible aux va-
leurs extr̂emes : quelques valeurs aberrantes peuvent lui enlever toute signification. La
moyenne arithḿetique d’un ensemble de nombres estégaleà la somme des valeurs di-
visée par le nombre de valeurs.

Exemple 2.5 La moyenne arithḿetique des nombres 4, 20, 30, 54 vaut :

4 + 20 + 30 + 54

4
= 27

Remarque :la moyenne arithḿetique des nombres 1, 2, 5, 100 vaut aussi 27
Pour ceux qui aiment les formules, la moyenne arithmétique des valeursx1, x2, . . . , xn

vautx =
∑

xi

n

Il est à noter qu’il existe d’autres définitions de la moyenne :

La moyenne ǵeométrique : G = n
√

x1 . . . xn. On peut noter quelog G correspond̀a la
moyenne arithḿetique du logarithme desxi.

La moyenne quadratique : Q =

√∑
i

x2
i

n

La moyenne harmonique : H = 1∑
i

1
nxi

La moyenne ǵeoḿetrique est inf́erieureà la moyenne arithḿetique et les deux moyennes
ne sont́egales que si toutes les valeursxi sontégales entre elles.
La moyenne arithḿetique est toujours supérieureà la moyenne harmonique et toujours
inférieureà la moyenne quadratique.
La moyenne arithḿetique est le param̀etre de positionnement le plus utilisé, notamment
en raison de ses propriét́es statistiques. La moyenne géoḿetrique est utiliśee dans l’́etude
des rapports, par exemple en matièreéconomique dans la définition de certains nombres-
indices. Il s’agit en effet de param̀etres de position destinésà mesurer les variations rela-
tives d’un ensemble de variables de même nature ou soumisesà des influences communes
(indice de prix ou de production). La moyenne quadratique intervient, de manière plus
ou moins directe, dans la détermination du diam̀etre de l’arbre de section moyenne ou
dans les calculs de surface terrière moyenne.

6 L’ écart-type

Nous aimerions aussi savoir comment les valeurs se répartissent autour de la moyenne.
La statistique la plus souvent utilisée pour cela est l’écart-type. C’est la racine carrée de
la variance qui est donnée par la formule :

σ̂2 = s2 =

∑
i (xi − x)2

n− 1
(2.1)

bar-hen.net



2. INTRODUCTION À L ’ ANALYSE STATISTIQUE 9

L’ écart-type peut̂etre vu comme la moyenne des distancesà la moyenne. Nous divisons
parn− 1 plutôt que parn pour des raisons qui seront abordées plus loin.
La quantit́e

∑
i (xi − x)2 s’appelle la somme de carrés deśecarts et est notée SCE.

L’ écart-type est particulièrement utile quand les données sont syḿetriques, c’est-̀a-dire
réparties identiquement de chaque côté de leur moyenne, et qu’il n’y a pas de valeurs
extr̂emes. Dans ce cas, l’interprétation intuitive est que 66% des valeurs sont dans l’in-
tervalle :

moyenne +/-́ecart-type

et 95% des valeurs sont dans l’intervalle :

moyenne +/- 2× écart-type

Exemple 2.6 La variance des valeurs 4, 20, 30, 54 vaut :

(4− 27)2 + (20− 27)2 + (30− 27)2 + (54− 27)2

4− 1
=

1316

3

Donc l’écart-type vaut 20.94. On peut noter que l’écart-type des valeurs 1, 2, 5, 100 vaut
84.34

7 Le coefficient de variation

Une statistique qui est souvent utilisée pour mesurer la variabilité d’un jeu de donńees
est le coefficient de variation (CV). C’est l’écart-type expriḿe comme un pourcentage de
la moyenne.

CV = 100× σ

x

L’id ée est de rendre comparable la variabilité de plusieurs jeux de données quand les
unités de mesure sont différentes. Il est quand m̂eme important de noter que le CV dépend
de la moyenne ; il n’est donc utile que lorsque les jeux de données sont de m̂eme type et
avec des moyennes positives.
Par exemple, les deux ensembles de nombres 1, 2, 3, 4 et 21, 22, 23, 24 ont la même
variabilité mais ont des CV de 52% et 5% respectivement.
Le CV donne quelques idées sur la qualité de l’exṕerience si les niveaux de rendement et
les conditions environnementales sont proches. Il n’est pas possible de donner de règle
géńerale pour savoir̀a partir de quel niveau un CV est acceptable.
Il est int́eressant de noter que, dans le cas de mesure avec calibration de l’instrument, les
moyennes sont d́ependantes de la calibration et donc que les coefficients de variation sont
diff érents suivant la base de la calibration.
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Chapitre 3

Expérimentation

1 Introduction

C’est un lieu commun de dire qu’avant d’entreprendre une expérience, ou une série
d’expériences, il est indispensable d’établir un protocole,̀a la base duquel se trouve le
plan d’exṕerience. Celui-ci ne doit pas se bornerà dresser l’inventaire des facteurs dont
on d́esire constater ou mesurer l’influence, età choisir des ḿethodes d’observation, de
mesure ou d’analyse. Si l’on ne prend pas certaines précautions, on risque d’obtenir des
résultats confus d’òu nulle conclusion pŕecise ne peut̂etre tiŕee ou, pire encore, d’attri-
buerà l’effet des facteurśetudíes deśecarts apparents qui proviennent de l’imprécision
des mesures, de l’intervention d’autres facteurs ou de la variabilité propreà la matìere
elle-même. Un bon plan expérimental doit permettre de séparer les deux sources de varia-
tion — variation contr̂olée et variation aléatoire — et de distinguer lesécarts significatifs
de ceux qui ne le sont pas. D’une façon géńerale, on appelle facteurs contrôlés :
• les facteurs dont l’́etude est l’objet m̂eme de l’exṕerience ;
• les autres facteurs connus susceptibles d’influencer les résultats, lorsqu’il auront́et́e

introduits dans le dispositif expérimental de telle façon qu’il soit possible de tenir
compte de leur effet lors de leur interprétation.

Les facteurs non contrôlés seront ǵeńeralement des facteursà caract̀ere aĺeatoire.

2 Nécessit́e des ŕepétitions

Quel que soit le soin exercé dans le choix des parcelles et dans la conduite de l’essai, il
est impossible de tirer une conclusion d’une expérience consistant̀a cultiver une seule
parcelle pour un seul traitement. Les multiples facteurs de variation autres que ceux dont
on cherchèa mesurer l’effet ont pu exercer une action déterminante sur l’observation, et
rien ne permet de faire le partage entre l’effet des traitements et celui de tous les autres
facteurs. Les pŕesomptions que l’on peut avoir ne donnent aucune garantie, et mieux vaut
s’abstenir que d’exṕerimenter dans de telles conditions.
Si par contre l’exṕerience est ŕeṕet́ee dans plusieurs parcelles unitaires, il devient possible
de comparer le résultat des diff́erents traitements et d’en déduire une estimation de la va-
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12 Disposition au hasard

riabilité propre au champ d’expérience, variabilit́e que l’on d́esigne ǵeńeralement sous le
terme d’erreur exṕerimentale.̀A partir de cette estimation, on peut comparer valablement
les moyennes obtenues pour chaque traitement et prononcer un jugement sur leurs valeurs
respectives. De plus, un résultat important des statistiques théoriques nous assure que la
réponse moyenne a plus de chances d’être proche de la ”vraie” moyenne, c’est-à-dire que
l’on peut esṕerer ”gommer” en partie les facteurs aléatoires si les ŕeṕetitions sont plaćees
correctement. Suivant la façon dont l’expérience est organisée, l’erreur exṕerimentale
peut être plus ou moinśelev́ee. Mais qu’elle soit faible et permette une discrimination
entre des rendements voisins, ou qu’elle soit forte et conduiseà juger non significatifs
desécarts apparemment importants, la conclusion reste valable ; seule se trouve en cause
la qualit́e de l’exṕerience, c’est-̀a-dire sa pŕecision.

3 Disposition au hasard

C’est ce qu’on appelle plus communémentla randomisation.
Les facteurs aléatoires existent toujours en agronomie (fertilité, climat, variabilit́e des
plantes...). Chercherà enéliminer le plus possible risque de conduireà cŕeer des condi-
tions artificielles, et les conclusions risqueraient d’être inapplicables dans la pratique.
D’autre part, un ŕesultat n’est int́eressant que s’il est possible de le géńeraliserà des
conditions suffisammentétendues.
Du fait de la disposition au hasard, toute influence des multiples causes de variation
grouṕees dans l’erreur a autant de chances de s’exercer sur chacun des traitements (gra-
dient de fertilit́e, lumìere...). La disposition au hasard est le seul moyen d’éviter que
des liaisons entre parcelles voisines ne favorisent certains traitements au détriment des
autres. Elle doit s’exercer sur tous les facteurs perturbateurs connus qui sont susceptibles
d’influencer les ŕesultats, afin d’́eliminer tout action systématique d’un facteur aléatoire
(gradient de fertilit́e, par exemple).
Pour effectuer une randomisation correcte, il est indispensable de faire appelà un dispo-
sitif qui ne laisse aucune place aux préférences personnelles, souvent inconscientes, de
l’expérimentateur : tirage de numéro dans une urne ou liste de nombres aléatoires sont
vivement recommand́es.
Remarque :Un bon dispositif doit permettre d’évaluer l’effet des traitements et la précision
de cette estimation ; nous devons en outreêtre capables de comparer les différents trai-
tements. Les réṕetitions, afin d’estimer l’erreur exṕerimentale, et la randomisation, afin
que tous les facteurs aléatoires aient autant de chances d’agir (gradient de fertilité, ac-
tion conjugúee de deux traitements...), sont deux techniques fondamentales pour atteindre
ce but.

4 Facteurs croiśes et facteurs híerarchisés

Un facteur est dit̀a effet aĺeatoire si les niveaux de ce facteur représentent uńechantillon
non exhaustif de l’ensemble des niveaux de facteurs possibles. Par exemple, en sélection,
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3. EXPÉRIMENTATION 13

des varíet́es donńees d’arbres représentent souvent uńechantillon aĺeatoire parmi toutes
les varíet́es possibles d’une espèce. C’est-̀a-dire que si l’on recommençait l’expérience,
des clones diff́erents seraient utilisés.
Si les niveaux du facteur représentent uńechantillon exhaustif, on parlera d’un facteur
à effet fixe. Par exemple, dans un essai de fertilisation NPK, l’expérimentateur n’est
intéresśe que par certains niveaux. Les facteurs sont doncà effet fixe.
Dans les mod̀elesà effets croiśes, les facteurs peuventêtre consid́eŕes ind́ependamment
les uns des autres (même si l’interaction peut̂etre un objet de l’́etude).
Dans le cas des modèles híerarchiśes, les crit̀eres de classification sont subordonnés l’un
à l’autre. Par exemple si, pourétudier la progression d’une maladie, on choisit des feuilles
au hasard : la feuille 1 de l’arbre 1 n’a rienà voir avec la feuille 1 de l’arbre 2 et l’on
dit que le facteur feuille est hiérarchiśe dans le facteur arbre. La moyenne des feuilles 1
n’a donc pas de sens et l’effet feuille ne peutêtreétudíe qu’̀a l’intérieur de chacun des
niveaux du facteur arbre.
Dans ce type de problème, le crit̀ere de classification subordonné est ǵeńeralement aĺeatoire
et le crit̀ere principal peut̂etre indiff́eremment fixe ou aléatoire.

5 Dispositif compl̀etement randomiśe

Dans ces dispositifs, on utilise les réṕetitions et la randomisation indépendamment l’un
de l’autre :
• chaque traitement est réṕet́e plusieurs fois, le nombre des réṕetitions pouvant varier

d’un traitement̀a l’autre ;
• l’affectation des traitements aux parcelles unitaires est décid́ee par le hasard, sans au-

cune restriction (randomisation complète ou totale).

Exemple 3.1 Soient 4 traitementsT1, T2, T3 et T4 répartis de façon aléatoire sur res-
pectivement 9, 11, 9 et 7 parcelles. En faisant l’hypothèse que l’essai est réaliśe sur un
champ d’un seul tenant découṕe en 36 parcelles, on peut obtenir le plan d’expérience
suivant :

T1 T4 T2 T4 T1 T2

T4 T1 T3 T2 T3 T4

T2 T4 T1 T2 T1 T4

T1 T3 T4 T3 T2 T3

T3 T2 T1 T2 T1 T3

T2 T3 T1 T2 T3 T2

Avantages d’un tel dispositif :
• Souplesse totale : on peut utiliser n’importe quel nombre de traitements et n’importe

quel nombre de réṕetitions. Le nombre de réṕetitions peut diff́erer entre les traitements
(même si cela est un peu plus compliqué à analyser). Tout le matériel exṕerimental
disponible peut donĉetre utiliśe ;
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• analyse statistique facile, m̂eme si des parcelles sont détruites. La perte relative d’in-
formations due aux parcelles manquantes est plus petite que dans tout autre dispositif.

Inconvénients :
L’inconvénient majeur concerne la précision. La randomisation n’étant soumisèa au-
cune restriction, la totalité de la variation entre les parcelles est imputée au hasard et la
précision des tests est faible si une disparité quelconque existe entre les parcelles.
Conclusion :
Un dispositif compl̀etement randomisé pourra convenir si :
• les facteurs de variation autres que les traitementsétudíes peuvent̂etre regard́es avec

certitude comme constants dans toutes les parcelles ;
• une proportion importante de parcelles unitaires est susceptible d’être d́etruite ;
• le mat́eriel exṕerimental est relativement homogène.

6 Constitution de blocs

La premìere condition de la conclusion préćedente n’est pratiquement jamais observée
dans les exṕeriences mettant en cause la fertilité du sol. On cherche donc̀a grouper
les parcelles unitaires en groupes de taillesà peu pr̀es égales, qu’on appelle blocs, de
façon qu’̀a l’intérieur de chaque bloc les facteurs de variation soient homogènes. Les
blocs doivent̂etre suffisamment différents pour que la variabilité inter-blocs (d’un bloc̀a
l’autre) soit suṕerieureà la variabilit́e intra-bloc (̀a l’intérieur d’un bloc). Cependant, les
blocs ne doivent paŝetre trop diff́erents si l’on ne veut pas que les traitements agissent
de manìere diff́erente les uns par rapport aux autres, d’un blocà un autre. Si le meilleur
traitement du premier bloc se révèle être le plus mauvais dans le deuxième bloc, car les
conditions d’application sont trop différentes, il sera impossible de comparer les deux
traitements.
La randomisation se fait sépaŕement dans chaque bloc de façon que si de lég̀eres dispa-
rités subsistent entre les parcelles d’un bloc, les traitements du bloc aient des chances
égales d’en̂etre affect́es.
Selon que tous les traitements figurent ou non dans chaque bloc, les blocs seront complets
ou incomplets.

7 Les blocs complets randomiśes

Complet signifie que tous les traitements figurent dans chaque bloc. En géńeral, les traite-
ments sont ŕeṕet́es le m̂eme nombre de fois, si bien que l’on a autant de réṕetitions que de
blocs, mais ceci n’est pas obligatoire. Si l’intér̂et de l’exṕerience est de tester plus parti-
culièrement un traitement, on lui consacrera plus de parcelles unitaires qu’aux autres ; la
méthode des blocs peut encoreêtre utiliśee si le traitement privilégíe est ŕeṕet́e le m̂eme
nombre de fois dans chaque bloc. Il n’existe pas de règles absolues pour définir comment
installer les blocs car tout dépend du terrain dont on dispose. Si on ne distingue aucun
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3. EXPÉRIMENTATION 15

gradient de fertilit́e, on ne peut compter que sur la notion de proximité pour estimer les va-
riations du sol ; les parcelles seront contiguës et le bloc ”le plus carré possible”, toujours
dans le but d’avoir un bloc le plus homogène possible. Les parcelles seront elles-mêmes
”les plus carŕees possible”, afin d’avoir le moins de bordure possible, mais elles seront
dispośees de façoǹa avoir le plus de limites communes possibles. Si on distingue un
gradient de variation (pente, ensoleillement ...), les blocs seront des rectangles allongés
dans la direction perpendiculaireà ce gradient, et les parcelles des rectangles allongées
dans le sens de ce gradient – plutôt que des carrés – afin que les parcelles extrêmes d’un
bloc ne soient pas troṕeloigńees l’une de l’autre.

Exemple 3.2 gradient de fertilit́e —————————>

B B B B
L L L L
O O O O
C C C C

I II III IV

gradient de fertilit́e ————————–>

Si une analyse de sol ou un autre critère (ensoleillement...) nous conduità distinguer
plusieurs types de sol, nous pourronsêtre ameńesà rassembler dans un même bloc deux
zones disjointes de faible surface. Un bloc de ce type est appelé bloc éclat́e. Dans la
mesure òu l’installation des traitements peut prendre un certain temps, il est essentiel de
travailler bloc par bloc plut̂ot que traitement par traitement.

Exemple 3.3 Soient 4 traitementsT1, T2, T3 etT4 réṕet́es 2 fois dans 3 blocs. En faisant
l’hypothèse que les blocs sont des champs d’un seul tenant, un plan d’expérience possible
est :

Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3
T2 T4 T1 T3 T1 T3

T3 T3 T3 T1 T4 T2

T1 T4 T2 T2 T2 T1

T2 T1 T4 T4 T3 T4

Avantages de la ḿethode :
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16 Plans factoriels

• À nombre de ŕeṕetitionségal, un dispositif en blocs complètement randomisés est plus
précis qu’un dispositif complètement randomisé, pourvu que le critère ayant servìa
implanter les blocs corresponde effectivementà la ŕealit́e. Si le vrai gradient de va-
riation est perpendiculairèa ce que l’on a supposé, la pŕecision sera mauvaise et un
dispositif compl̀etement randomisé aurait sans doutéet́e meilleur ;

• Cette ḿethode est tr̀es souple car elle n’impose aucune restriction aux nombres de
traitements et de réṕetitions ;

• Elle est tr̀es robuste car si tout un bloc est détruit ou si toutes les parcelles soumises
à un traitement doivent̂etreécart́ees de l’analyse, le dispositif reste interprétable sans
complication des calculs. En outre si quelques parcelles sont manquantes, les calculs
suppĺementaires pour les estimer ne sont pas compliqués. Évidemment, si l’on sait
au d́epart que ces parcelles manquantes seront vraisemblablement nombreuses, il est
préférable d’adopter un dispositif complètement randomisé.

Inconvénients :
• Dès que le nombre de traitementsà comparer devientélev́e, il est souvent impossible de

trouver une superficie suffisamment homogène pour contenir une réṕetition compl̀ete.
Dans ce cas, les blocs doiventêtre incomplets, c’est-à-dire ne contenir qu’une partie
des traitements. La manière d’agencer ces traitements dépasse notre propos ;

• Nous ne pouvons contrôler qu’un seul crit̀ere d’h́et́eroǵeńeité. Pour contr̂oler plusieurs
gradients de variation (double pente, pente et ensoleillement...) nous devrons faire ap-
pel à d’autres dispositifs, tels les carrés latins, gŕeco-latins ou lattices.

8 Plans factoriels

Avant de parler d’autres plans d’expérience, nous allons aborder les plans factoriels.
Il est fréquent que l’on veuilléetudier plusieurs variables, appelées facteurs, ayant plu-
sieurs niveaux d’exṕerimentation. Par exemple, un chercheur désire connâıtre l’effet de
l’azote et du phosphate sur le rendement d’une espèce d’arbre et il aimerait quantifier la
diff érence de comportement entre les doses 30 kg et 90 kg par parcelle. Les deux fac-
teurs, azote et phosphate, ont donc deux niveaux. Malheureusement il n’est pasévident
que l’azote agisse de la même manìere suivant que l’on applique 30 kg ou 90 kg de
phosphate. Autrement dit, il est fort possible que le niveau de l’azote influence l’effet du
phosphate. Cette relation entre les effets est appelée interaction. Il est de loin préférable
d’étudier ensemble ces deux facteurs car chaque expérience nous donnera une informa-
tion sur les facteurs (effets principaux) et sur leur interaction, au contraire de plusieurs
exṕeriences śepaŕees. Chaque parcelle donnant une information sur plusieurs aspects,
chaque effet est estiḿe à l’aide de plusieurs parcelles ; nous avons donc une forme de
réṕetition. Si toutes les combinaisons de niveaux de facteurs sont présentes nous parle-
rons de plan factoriel complet.
Cette ḿethode est śeduisante mais le nombre de combinaisons augmente très vite avec le
nombre de facteurs et de niveaux de facteurs. Pour un essai N, P, K avec trois niveaux de
facteurs, nous avons3 × 3 × 3 = 27 combinaisons distinctes ; 4 traitementsà 3 niveaux
donnent 81 combinaisons, etc.

bar-hen.net



3. EXPÉRIMENTATION 17

Dans la ḿethode classique des blocs, toutes les combinaisons doiventêtre repŕesent́ees
par une parcelle dans chaque bloc ; ceux-ci occupent alors une surface importante sur le
terrain et l’on peut difficilement réaliser de bonnes conditions d’homogéńeité à l’intérieur
des blocs (sauf peut-être dans les plaines de la Beauce ou du Middle-West...). L’erreur
exṕerimentale, qui est liéeà la dispersion des rendements des différentes parcelles d’un
même bloc sous un m̂eme traitement risque d’êtreélev́ee, et de ne faire apparaı̂tre aucune
diff érence significative. Le désir d’inclure dans une m̂eme exṕerience un grand nombre
de facteurs de variation se trouve limité par l’impŕecision dont sont entachés les ŕesultats
exṕerimentaux. La ḿethode duconfoundingconsisteà subdiviser chaque bloc complet
que l’on d́esigne souvent sous le terme de”r éṕetition compl̀ete” en un certain nombre
de blocs plus petits, ne contenant qu’une partie des traitements.
Ceux-ci seront ŕepartis de façon appropriée, en vue de satisfaire aux conditions suivantes :
• abaisser l’erreur exṕerimentale, qui d́epend des variations de fertilité à l’intérieur des

blocs, variations plus faibles qu’à l’intérieur des ŕeṕetitions compl̀etes ;
• permettre le test des effets principaux et de certaines interactions, en sacrifiant une par-

tie de ces dernières, ǵeńeralement celles d’ordre plusélev́e, qui se trouveront entièrement
ou partiellement ”confondues” avec les différences moyennes entre blocs.

Il est à noter que les plans factoriels peuventêtre tout aussi bien mis en place au sein d’un
plan compl̀etement randomisé, si la surface est particulièrement homog̀ene.

9 Le Split-plot : Facteurs contrôlés subsidiaires

Dans certaines expériences, on s’arrange pour que chaque résultat puissêetre consid́eŕe
comme appartenantà :
• un traitement principal ;
• une subdivision de ce traitement suivant un traitement secondaire ou subsidiaire.
L’installation des blocs suit les m̂emes principes que préćedemment. Supposons que
le traitement principal (T) soit constitué par plusieurs ḿethodes de labour sur des par-
celles ŕeparties au hasard dans chaque bloc. Au lieu de faire porter l’essai sur une espèce
unique, on partage chaque grande parcelle en plusieurs sous-parcelles sur lesquelles on
cultive différentes esp̀eces (V) : celles-ci constituent le traitement subsidiaire. Le plan
exṕerimental, de type split-plot, est conforme au schéma ci-dessous.
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Bloc 1 Bloc 2

T1

V1

V2

V3

V4

T2

V1

V4

V3

V2

etc.

T2

V2

V3

V1

V4

T1

V4

V3

V2

V1

etc.

T3

V1

V3

V2

V4

T3

V3

V1

V2

V4

etc.

Si les combinaisons avaientét́e ŕeparties au hasard dans chaque bloc, une même erreur
exṕerimentale affecterait la comparaison des traitements et des espèces. Dans le dispositif
en split-plot :
• l’erreur exṕerimentale affectant les comparaisons entre traitements provient des fac-

teurs aĺeatoires̀a l’intérieur des grandes parcelles et n’est nullement modifiée par l’in-
troduction du facteur subsidiaire Espèces ;

• l’erreur affectant les comparaisons entre espèces ŕesulte des facteurs aléatoires̀a l’intérieur
des sous-parcelles ;

• les comparaisons entre les moyennes Traitement×Esp̀eces n’ont pas la m̂eme pŕecision
suivant qu’elles impliquent des niveaux différents ou non du traitement. Ceci provient
du fait que les comparaisons pour le même niveau du traitement se fontà l’intérieur
des grandes parcelles et ne font intervenir que les erreurs des sous-parcelles ; alors que
les comparaisons entre différents niveaux de traitement se font entre grandes parcelles
et font donc intervenir l’erreur des grandes parcelles et l’erreur des sous-parcelles.

Un inconv́enient du split-plot est que les comparaisons n’ont pas la même pŕecision sui-
vant que l’on consid̀ere le traitement principal ou les traitements subsidiaires.
La variabilit́e des grandes parcelles est géńeralement pluśelev́ee que la variabilit́e des
sous-parcelles et elle est connue avec moins de précision. Il en ŕesulte que les comparai-
sons ou les tests les plus précis sont effectúes sur les traitements a priori secondaires et
les interactions de ces traitements avec le traitement principal.
Le dispositif en split-plot pŕesente des analogies avec une technique classique (non présent́ee
ici) : le confounding. À l’int érieur d’un bloc les comparaisons entre les niveaux du traite-
ment principal sont confondues avec les comparaisons entre grandes parcelles ; les tests
du traitement principal supposent que les différences entre ces parcelles aient un ca-
ract̀ere aĺeatoire (pas de gradient de variation). C’est pour cela que l’on dit souvent que
le split-plot ”sacrifie” le facteur principal.
Cette ińegalit́e des r̂oles des facteurs pose le problème de l’utilisation d’un tel dispositif.
Dans quelles conditions peut-on admettre de perdre une grande partie de l’information
sur un facteur ?
• Si l’on connâıt l’information apport́ee par un facteur ou qu’elle n’est pas intéressante,

et que l’on se pŕeoccupe surtout de l’interaction avec le deuxième facteur. On peut ima-
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giner un essai Densité de semis×Esp̀eces d’arbre qui a pour but de tester de nouvelles
esp̀eces ainsi que de préciser leur peuplement optimal respectif. Le facteur ”densité
de semis” est volontairement sacrifié, parce que la comparaison globale faible-forte
densit́e est d́ejà bien connue et présente peu d’intér̂et ; par contre, les différences entre
esp̀eces et l’interaction densités×esp̀eces seront bien testées ;

• Quand un facteur doit̂etre ajout́e à une exṕerience en cours. Par exemple, dans un
essai sur un d́efoliant chimique pour les pommiers, on découvre l’apparition d’une
carence en potassium. L’étude de l’interaction d́efoliant×carence en potassium grâce
à un split-plotévitera le côut d’une nouvelle exṕerience ;

• Quand il est pratiquement impossible de faire autrement. Dans un essai de labourage ou
d’irrigation, la grandeur des parcelles peut justifier l’emploi d’un split-plot, si l’intér̂et
de base n’est pas seulement le labourage ou l’irrigation mais son interaction avec un
autre facteur. Cela permettra de réduire la taille et les côuts de l’exṕerience, mais il
est important de garderà l’esprit que l’effet principal sera mal estimé. Dans les essais
variét́es×date de semis, le problème est identique ; il est difficile d’avoir les dates de
semis autrement qu’en grandes parcelles. Dans ce cas nous pourrons estimer l’effet des
esp̀eces et leur interaction avec les dates de semis correctement, mais nous sacrifierons
la comparaison des différents niveaux du facteur date de semis.

10 Conclusion

Nous n’avons fait que soulever le coin du voile qui recouvre la théorie des plans d’expérience :
celle-ci est en effet vaste et riche. Néanmoins, il doit̂etre clair que mettre en place un plan
d’expérience est une entreprise délicate qui ńecessite que le chercheur sache préciśement
les questions qu’il se pose. Il faudra ensuite vérifier que le plan proposé ŕepond effecti-
vement aux problèmeśetudíes.
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Chapitre 4

Estimation et tests d’hypoth̀ese

1 Introduction. Notions de probabilit é

Le calcul des probabilités est un chapitre important des mathématiques, et il ne saurait
être question d’en donner un aperçu, même sommaire. Nous nous contenterons de la
définition la plus simple du terme ”probabilité” :
La probabilit́e d’unévénement est le rapport du nombre de cas favorablesà l’événement
sur le nombre de cas possibles, sous la condition que tous les cas soientégalement vrai-
semblables.
Par exemple, si l’on prend une carte au hasard dans un jeu bien battu de 32 cartes, la
probabilit́e de tirer un tr̀efle est de8/32, car il y a huitéventualit́es favorables et 32 cas
possibles.
Dans l’́etude du sexe des nouveaux-nés sur une population suffisammentétendue, on a
constat́e qu’il y aà peu pr̀es autant de naissances masculines que de naissances féminines.
A l’occasion d’une mise au monde prochaine, sur laquelle on ne possède aucun rensei-
gnement a priori, il est naturel d’attribuer autant de ”chances” aux deuxéventualit́es
possibles : garçon ou fille ; en d’autres termes, on dira que la probabilité de naissance
d’un garçon (ou d’une fille) est de1/2.
Nous passons donc d’une donnée exṕerimentale, la fŕequence,̀a une donńee th́eorique, la
probabilit́e. Il faut naturellement se demander dans quelle mesure ce ”passageà la limite”
est justifíe. La ŕeponse, dans les différents cas qui peuvent se présenter, est donnée par des
règles d́eduites des probabilités th́eoriques. Les conclusions obtenues ne sont d’ailleurs
jamais d’une certitude absolue, elles comportent seulement un degré plus ou moinśelev́e
de vraisemblance.
Dans les probl̀emes pratiques, les probabilités exactes sont en géńeral inconnues et doivent
être estiḿeesà partir des donńees de l’observation.

2 Population totale,échantillon, loi de distribution

Consid́erons deux śeries d’observations relatives au même ph́enom̀ene. Si les individus
constituant l’une et l’autre série ont ét́e pris strictement au hasard, les deux distribu-
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tions pŕesentent une allure analogue, et cette ressemblance est d’autant plusétroite que
le nombre d’individus est́elev́e. Lorsque celui-ci augmente, la forme de la distribution
a tendancèa se stabiliser, et la limite vers laquelle elle tend définit une population hy-
poth́etique, dite population totale.
Toute loi de distribution observée sera consid́eŕee comme uńechantillon issu d’une popu-
lation totale. La distribution que nous aurions si nous pouvions observer tous les individus
de la population qui nous intéresse s’appelle la loi de distribution théorique.
Les lois que l’on rencontre dans la pratique se rapprochent le plus souvent de l’un des
types suivant :

1. La loi normale pŕesente un grand caractère de ǵeńeralit́e. Lorsqu’une variable se
trouve soumisèa un grand nombre d’influences aléatoires, toutes très petites et
indépendantes les unes des autres, on démontre que sa distribution obéit à la loi
normale. En fait, cette loi se rencontre dans l’étude d’un grand nombre de ca-
ract̀eres, lorsque les valeurs possibles sont nombreuses ou infinies (variation conti-
nue). Dans la loi normale théorique, la variable peut prendre toutes les valeurs, ce
qui n’arrive jamais dans la pratique ; ceci ne constitue pas un obstacle car plus on
s’éloigne de la moyenne, moins l’on observe de valeurs ; en effet, 95% des valeurs
sont contenues dans l’intervalle :

moyenne +/- 1.96×écart-type.

Il en résulte, que m̂eme dans uńechantillon tr̀es abondant, les effectifs que l’on
pourrait observer en dehors de l’intervalle des valeurs sont toutà fait ńegligeables.
La loi normale est entièrement d́efinie par sa moyenne et sonécart-type.

2. La loi binomiale et la loi de Poisson apparaissent dans l’étude de śeries òu l’on
observe l’existence ou l’absence d’un caractère d́etermińe. La loi binomiale ne
dépend que d’un param̀etre : la probabilit́e de l’́evénement favorable. La loi de
Poisson ne d́epend que de sa moyenne.

3 Échantillon au hasard

Aussi bien dans les problèmes d’estimation que dans l’application des tests statistiques,
on supposera toujours que leséchantillons ont́et́e pŕelev́es au hasard. Une ḿethode
d’échantillonnage réalise cette condition lorsque tous les individus de la population ont
des chanceśegales de figurer dans l’échantillon.
La manìere pratique de réaliser un teĺechantillonnage — qui seul permet une induc-
tion correcte de l’́echantillonà la population totale — est affaire de cas particuliers.
Théoriquement, on peut imaginer que tous les individus de la population portent des
numéros, et qu’on tire dans une urne bien brassée les nuḿeros qui d́esigneront les indivi-
dusà choisir. Il existe d’ailleurs des tables toutes prépaŕees de ”nombres au hasard”. On
peut imaginer beaucoup d’autres procéd́es, mais on observera qu’une méthode peut̂etre
correcte ou incorrecte suivant l’objet auquel elle s’applique.
Il est tr̀es fortement conseillé de faire appel̀a des proćed́es dont l’impartialit́e est́evidente :
jeux de cartes bien battus, papiers dans l’urne, tables de nombres aléatoires...

bar-hen.net



4. ESTIMATION ET TESTS D ’ HYPOTH ÈSE 23

4 Notion d’estimateur

Le ph́enom̀eneétudíe serait entìerement d́efini si l’on connaissait la loi de distribution de
la population totale. Il arrive que cette loi soit donnée a priori et que l’on se propose de
vérifier que les observations sont en accord avec elle. Mais le plus souvent, la forme de
la loi est seulement suggéŕee par les observations ou par des considérations th́eoriques ;
sa d́efinition compl̀ete ńecessite le calcul des paramètres figurant dans son expression
analytique (c’est-̀a-dire sońequation) : moyennex et écart-typeσ, par exemple dans le
cas de la loi normale. Le calcul exact estévidemment impossible, puisqu’on ne dispose
que d’unéchantillon limit́e. Le mieux que l’on puisse faire, c’est estimer,à partir des
donńees, les meilleures valeursà adopter pour ces paramètres.
Dépendant des quantités aĺeatoiresx1, x2, . . . , xN , l’estimateur est lui-m̂eme une variable
aléatoire et suit donc aussi une loi de distribution. La valeur qu’il prend pour un groupe
de valeurs (x1, x2, . . . , xN ) constitue l’estimation du param̀etre consid́eŕe dans ce cas
particulier. La condition indispensableà laquelle l’estimateur doit satisfaire est de tendre
vers la vraie valeur, c’est-à-dire la valeur de la caractéristique pour la population totale,
lorsqueN augmente de plus en plus. Il existe en géńeral de nombreuses fonctions qui
satisfontà cette condition : elles conduisent, sur unéchantillon d́etermińe, à des esti-
mations nuḿeriquement distinctes. On choisit, de préférence, l’estimateur le plus précis,
c’est-̀a-dire celui qui, appliqúe à tous leśechantillons imaginables deN (échantillon ”au
hasard” naturellement), conduit aux résultats les plus groupés ; cet estimateur est celui
pour lequel les fluctuations d’échantillonnage sont les plus faibles.
Les probl̀emes d’estimation — dont les solutions mathématiques ǵeńerales d́epassent
notre propos — comportent deux aspects essentiels :
• le choix de l’estimateur ;
• la pŕecision procuŕee par l’estimateur, que l’on caractérise soit par sońecart-type soit

par un intervalle de confiance liéà cet estimateur ; c’est-à-dire un intervalle qui contient
presque certainement la vraie valeur de la caractéristique.

Ces notions interviennent dans le chapitre5.

5 Test d’une hypoth̀ese

L’interprétation statistique utilise les observations pour en tirer des conclusions appli-
cablesà la population totale ou, compte tenu des fluctuations d’échantillonnage,̀a toute
autre śerie issue de la m̂eme population. Ce problème peut se d́efinir d’une façon tr̀es
géńerale :
Une hypoth̀eseH0 est formuĺee. Soit elle se fonde sur des considérations th́eoriques que
l’on se propose de v́erifier, soit elle est suggéŕee par les donńees elles-m̂emes. Sa validité
résulte de la ŕeponsèa la question suivante :
Si l’hypothèse est exacte sur la population totale, est-il vraisemblable que les observations
soient justement celles qui ontét́e constat́ees ?
La certitude absolue ne peutêtre atteinte, car elle nécessiterait la connaissance de la
population entìere, alors qu’on ne dispose que d’unéchantillon. Mais si les données
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exṕerimentales n’ont que très peu de chances d’apparaı̂tre par tirage au sort dans la po-
pulation totale, il est logique de rejeter l’hypothèse ; dans le cas contraire, elle peutêtre
adopt́ee, au moins provisoirement, et soumiseéventuellement̀a d’autres v́erifications.
Soumettre l’hypoth̀eseà cetteépreuve de validit́e s’appelle tester l’hypoth̀ese. L’́ecart
entre l’hypoth̀ese et l’observation est dit significatif – l’hypothèseH0 doit être aban-
donńee – lorsque la probabilité attach́eeà un telécart est inf́erieureà un certain seuil.
En fait, la probabilit́e de voir apparâıtre unéchantillon d́etermińe par tirage au sort au sein
d’une population infinie – ou, dans les mêmes conditions, de voir telle caractéristique
prendre une valeur détermińee – est toujours infiniment petite. La notion de seuil de
signification s’applique au domaine hors duquel ne doit pas sortir l’échantillon – ou aux
limites dont ne doivent pas s’écarter les valeurs expérimentales des caractéristiques –
pour que l’hypoth̀ese puissêetre consid́eŕee comme valable.
Le seuil (ou niveau) le plus fréquemment utiliśe en agronomie correspondà une pro-
babilité de 0.05 (5%) ; il conduit̀a rejeter 5 fois sur 100 en moyenne l’hypothèse alors
que celle-ci est vraie. Cette règle est particulìerement pratique pouŕeprouver la valeur
exṕerimentale d’une caractéristique dont la distribution est normale : nous savons qu’un
écart suṕerieurà 2 fois l’écart-type (́ecart mesuŕe de part et d’autre de la moyenne) cor-
respond̀a une probabilit́e d’environ 0.05 (5%).
Ces notions interviennent dans le chapitre5.

6 Risques

D’une façon ǵeńerale, pour tester l’hypothèseH0, on utilise une fonction des observa-
tions (par exemple la moyenne ou la variance) dont on connaı̂t la loi de distribution quand
l’hypothèseH0 est vraie. On calcule la probabilité de ŕealisation de l’́evénement observé
si H0 est vraie. La d́ecision est soit de rejeterH0 parce que trop peu vraisemblable (pro-
babilité trop faible de ŕealisation) soit de ne pas rejeterH0 car toutà fait vraisemblable.
Si l’on rejetteH0, implicitement, on admet la validité d’une hypoth̀ese alternativeH1.
Un test d’hypoth̀ese constitue une sorte de démonstration par l’absurde en probabilité.
On rejetteéventuellement l’hypoth̀eseémise au d́epart, non pas parce que l’on aboutità
une ŕeelle absurdit́e ou une ŕeelle impossibilit́e, mais bien parce que l’on aboutità une
quasi impossibilit́e.
L’ensemble des valeurs observées pour lesquelles l’hypothèse nulle est admissible forme
le domaine d’acceptation ou la région d’acceptation. Les autres valeurs constituent le
domaine de rejet,́egalement appelé ŕegion de rejet ou région critique. Les valeurs limites
sont appeĺees valeurs critiques ou seuils de signification. Cette dernière expression prête
cependant̀a confusion, car elle est aussi utilisée fŕequemment pour d́esigner le niveau de
signification d’un test.
D’une façon ǵeńerale, une distinction doit̂etre faite entre deux types de tests : les tests
unilat́eraux et bilat́eraux. Nous revenons sur ce point dans l’exemple5.1de la page28.
Deux remarques s’imposent. D’abord, il y a une très grande diff́erence entre ne pas re-
jeter H0 et accepterH0. Il suffit par exemple de considérer queH0 correspond̀a une
hypoth̀ese d’́egalit́e des moyennes. RejeterH0 car sa probabilit́e d’apparition est faible
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comporte le risque de rejeterH0 alors que celle-ci est vraie. C’est ce qu’on appelle le
risque de 1̀ere esp̀ece. Il est fix́e par l’exṕerimentateur, ǵeńeralement̀a 5% en agrono-
mie. Ce seuil de signification convient parfaitement pour la vérification d’une hypoth̀ese
qu’on a des raisons a priori de considérer comme vraie. Mais il ne renseigne nullement
sur le risque d’accepter cette hypothèse alors que celle-ci est fausse. C’est le risque de
deuxìeme esp̀ece.
La signification des deux risques apparaı̂t clairement dans le problème de ŕeception d’un
lot d’objetsà partir d’unéchantillon pŕelev́e au hasard : le risque de première esp̀ece est le
risque de refuser le lot alors que celui-ci a une qualité acceptable, le risque de deuxième
esp̀ece est d’accepter le lot alors que sa qualité est inacceptable.
Un test est d’autant plus puissant que le deuxième risque est faible : la quantité 1-(risque
de 2̀eme esp̀ece) s’appelle la puissance de l’essai. Elle définit la ”reproductibilit́e” d’un
résultat ; c’est-̀a-dire la plus ou moins grande probabilité qu’il se reproduise.

En ŕesuḿe, nous avons le tableau suivant :

Réalit́e
H0 H1

Décision H0 OK risque de2èmeesp̀ece
H1 risque de1ère esp̀ece OK
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Chapitre 5

Tests de comparaison de moyennes

1 Fluctuations d’échantillonnage pour la moyenne arithḿetique

La moyenne arithḿetiquex d’un échantillon de tailleN issu d’une loi normale de moyenne
µ et d’écart-typeσ est distribúee selon une loi normale de moyenneµ et d’écart-type σ√

N
.

Ayant estiḿe µ par la moyenne arithḿetique des donńees, un intervalle de confianceà
95% dex est donńe par :

x± 2× σ√
N

L’intervalle est syḿetrique par rapport̀a x. L’intervalle de confiancèa 95% est tel que
sa limite suṕerieure n’a que 2.5 chances sur 100 d’être inf́erieureà µ et que sa limite
inférieure n’a que 2.5 chances sur 100 d’être suṕerieureà µ. Dans le cas de la loi nor-
male, l’intervalle syḿetrique est celui qui a la longueur minimum pour une probabilité
inférieure donńee. De m̂eme, le coefficient 2 est une approximation de la vraie valeur qui
peutêtre lue dans une table de la loi normale ; la valeur exacte vaut 1.96.
Il faut enfin noter queσ est suppośe connu. SiN est assez grand (en pratiqueN > 30),
σ peutêtre remplaće par son estimation :

∑
i(xi−x)2

N−1

2 Comparaison de deux moyennes

Il est cependant rare que la variance de la population dont est extraite l’échantillon soit
connue. Si l’effectif est assez important, il est vraisemblable que l’estimation soit assez
proche de la vraie valeur. Si tel est le cas et que le but est de comparer la moyenne
observ́eeà une moyenne th́eorique, il suffit de calculer :

T =
√

N × (x− µ)

σ

et de comparer la valeur obtenueà la valeur lue dans la table de la loi normale. Par
exemple, au seuil 5% la valeur lue est 1.96. Si la valeur calculée est plus grande que la
valeur tabuĺee, l’hypoth̀ese d’́egalit́e des moyennes est rejetée au seuil d́ecid́e.
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28 Comparaison de deux moyennes

Si la variance est inconnue, la valeur est lue dans la table de Student. La tablet est
cependant un peu plus complexe puisqu’elle dépend de la taille de l’échantillonN . En
fait, cette table est́etablie non pas en fonction de N mais en fonction du nombre de degrés
de libert́e dont d́epend la variable. L’expression est forméeà partir de l’estimation deσ
qui utiliseN − 1 comparaisons ind́ependantes (car la somme desécarts̀a la moyenne est
nulle, ce qui explique le diviseur de l’estimateur de l’écart-type). Il faut donc lire la table
t avecN − 1 degŕes de libert́e. Il està noter que la table n’est donnée qu’avec 30 ddl au
maximum ; au-del̀a, la loi normale est utiliśee.

Exemple 5.1 Supposons que la hauteur moyenne d’une espèce d’arbre soit de 5 m̀etres
sous certaines conditions. Dans une expérience avec cinq parcelles d’une nouvelle espèce,
la hauteur est estiḿeeà 5.5 m̀etres avec uńecart-type de 0.45 m̀etre. Est-ce que la nou-
velle esp̀ece a une hauteur plus grande que l’ancienne ou est-ce que la différence n’est
due qu’au hasard ?
À l’aide de la formule pŕećedente, la valeur du test est calculée :

T =
√

5× (5.5− 5)

0.45
= 2.5 avec 4 ddl

Pour connâıtre la probabilit́e que cette diff́erence ne soit due qu’au hasard, cette valeur
est compaŕeeà celle de la variable de Student avecn− 1 ddl. Pour cela il est important
de bien comprendre une subtilité de la tablet et des tests d’hypothèses. La question
n’est pas de savoir si la hauteur de la nouvelle espèce est diff́erente de l’ancienne mais
si elle est plus grande, c’est-à-dire que seuls les hauteurs supérieuresà 5.5 int́eressent
l’expérimentateur.
Si les hauteurs sont inférieuresà 5 m̀etres, il n’y aura aucunéevidence que la nouvelle
esp̀ece soit plus grande que l’ancienne. Ceci est un exemple de test unilatéral.
Si, par exemple, la question est de tester une balance, lesécarts positifs ou ńegatifs entre
le poids lu et le poids de l’étalon sont int́eressants, le test est donc bilatéral.
Les valeurs de la tablet sont le plus souvent données pour des tests bilatéraux. Pour
effectuer, comme dans cet exemple, un test unilatéral, la probabilit́e lue doit donĉetre
divisée par deux.
La valeur 2.5 se situe entre les colonnes 90 et 95% des valeurs de la table de Student
avec 4 ddl. La probabilit́e que cette diff́erence soit due au hasard est donc entre(100−90)

2

et (100−95)
2

%

Il arrive souvent que l’on veuille comparer deux moyennesx1 et x2 provenant de deux
populations d’effectifsn1 etn2 et de varianceσ2

1 etσ2
2. La premìereétape consistèa esti-

mer l’écart-type de la diff́erence : ńeanmoins, si il y a de bonnes raisons de supposer les
deux variance identiques, il est possible d’avoir une estimation conjointe de la variance :

ETD(x1 − x2) =

√
σ̂2

(
1

n1

+
1

n2

)
qui poss̀eden1+n2−2 degŕes de libert́e.s correspond̀a la variance calculée en ḿelangeant
les deux́echantillons, c’est-̀a-direσ̂2 =

σ2
1n1+σ2

2n2

n1+n2
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Exemple 5.2 Consid́erons un essai òu les accroissements en volume des six parcelles
d’une nouvelle esp̀ece d’arbre sont : 25, 21, 24, 20, 26 et 22m3/parc. et les rendements
des dix parcelles similaires de l’espèce standard sont : 22, 19, 18, 21, 21, 17, 23, 20, 17,
22m3/parc. Pour tester si la nouvelle espèce a un meilleur rendement que l’ancienne, il
suffit de calculer :

x1 =
25 + 21 + · · ·+ 22

6
=

138

6
= 23.0

x2 =
22 + 19 + · · ·+ 22

10
=

200

10
= 20.0

σ̂2
1 =

(25− 23)2 + (21− 23)2 + · · ·+ (22− 23)2

5
=

28

5
= 5.60

σ̂2
2 =

(22− 20)2 + (19− 20)2 + · · ·+ (22− 20)2

9
=

42

9
= 4.70

Les deux variances 5.6 et 4.7 semblent assez proches, une estimation conjointe des deux
variances est donc donnée par :

σ̂2 =
28 + 42

5 + 9
= 5.0 avec 14 ddl et doncT =

23.0− 20.0√
5.0

(
1
6

+ 1
10

) =
3.0

1.155
= 2.60

En comparant 2.6 et les valeurs tabulées de la variable de Student avec 14 ddl, il apparaı̂t
que 2.6 est compris entre 95 et 99%. La différence est donc significative au seuil de 2.5%
et non pas au seuil de 5% car le test est unilatéral.

Il n’est cependant pas toujours possible de considérer les varianceśegales. La conśequence
est que l’estimation conjointe des variances n’est pas valide et que les degrés de libert́e
sont trop importants, ce qui a tendanceà donner des résultats trop significatifs. Dans ce
cas :

ETD(x1 − x2) =

(
σ2

1

n1

+
σ2

2

n2

) 1
2

D’où l’intervalle de confiance :

x1 − x2 ± tn−1(5%)× ETD(x1 − x2)

où n repŕesente le nombre de degrés de libert́e d’ETD calcuĺesà l’aide de la formule de
Satterthwhaite :

n =
(w1 + w2)

2

w2
1

n1−1
+

w2
2

n2−1

avecw1 =
s2
1

n1
etw2 =

s2
2

n2

Remarque :Il est important de noter que dans l’exemple préćedent les deux rendements
sont ind́ependants. Si cela n’était pas le cas, par exemple dans le cas de mesure de poids
avant et apr̀es traitement, la proćedure consisterait alors̀a créer une nouvelle variable
qui serait la diff́erence des deux séries d’observations, ici une variable différence de
poids, età appliquer le test sur la moyenne arithmétique.
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3 Tests de comparaison de variances

Dans un but ṕedagogique, commençons par comparer deux estimations de varianceσ̂2
1 et

σ̂2
2 avecf1 = n1 − 1 et f2 = n2 − 1 ddl respectivement. Pour tester l’hypothèse d’une

diff érence significative, il faut calculer leur rapport plutôt que leur diff́erence car si les
variances sont ind́ependantes et proviennent d’échantillons suivant une loi normale, la
distribution du rapport est connue pour suivre une loiF de Fisher avecf1 etf2 ddl.

Exemple 5.3 Supposons que 1182158 et 1230045 soient les estimations avec 7 ddl de
la variance de deux́echantillons provenant de population suivant une loi normale. Pour
les comparer il faut former leur rapport, la valeur la plus forteétant le nuḿerateur de la
fraction :

F =
1230043

1182158
= 1.04

La table des valeurs tabulées de la loiF està deux entŕees. La ligne du haut correspond
aux ddl du nuḿerateur (f1), la ligne du ĉoté correspond aux ddl du dénominateur (f2). f1

correspond donc toujours aux ddl de la plus forte variance. Une erreur classique est de
vouloir mettre le nombre de ddl le plusélev́e au nuḿerateur. Il est̀a noter que les valeurs
théoriques correspondentà un test unilat́eral. Si, comme dans l’exemple, l’intérêt est un
test bilat́eral (les deux variances sont-elles différentes ?), la table 5% correspondà un
test au niveau 10%. Dans la table, la valeurf1 = 7 n’est pas donńee. Pourf1 = 8 et
f2 = 7, la valeur tabuĺee vaut 3.73. La valeur 1.04́etant bien inf́erieure, il n’y aucune
raison de rejeter l’hypoth̀ese d’́egalit́e des variances.

Il existe plusieurs tests permettant de comparer un groupe de variances. L’un des plus
utilisé est le test de Bartlett.

4 Test de Bartlett

Supposons que l’on veuille comparerp estimations de variancêσ2
1, σ̂

2
2 . . . , σ̂2

p ayant res-
pectivementf1, f2, . . . , fp degŕes de libert́e (voir équation2.1).
Une estimation conjointe de la variance vaut :

σ̂2 =
f1σ̂

2
1 + f2σ̂

2
2 + · · ·+ fpσ̂

2
p

f

avecf =
∑p

i=1 fi

L’hypothèse nulleH0 : σ2
1 = σ2

2 = · · · = σ2
p peutêtre test́eeà l’aide de la statistique :

T =
f loge σ̂2 −

∑p
i=1 fi loge σ̂2

i

1 + 1
3(p−1)

(∑p
i=1

1
fi
− 1

f

)
où loge correspond au logarithme néṕerien. La statistiqueT doit être compaŕeeà la valeur
d’une variableχ2

1−α avecp− 1 degŕes de libert́e.
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Il s’agit d’un test unilat́eral carT est nulle lorsque tous leŝσ2
i sontégaux et donćegaux

à σ̂2. T est positif d̀es qu’ au moins deux̂σ2
i sont diff́erents. Le rejet de l’hypothèse nulle

ne doit donc se faire que dans un sens : lorsqueT est tropélev́e.
Le fait queT soit positif provient du fait que la moyenne géoḿetrique est inf́erieureà la
moyenne arithḿetique si toutes les valeurs ne sont paségales entre elles.
Comme le testF d’égalit́e des variances, le test de Bartlett est très sensiblèa la non-
normalit́e des populations-parents, quels que soient les effectifs deséchantillons. De plus,
il s’agit d’une ḿethode approximative qui n’est satisfaisante que si les effectifs sont suf-
fisamment grands et si le nombre d’échantillonsp n’est pas troṕelev́e par rapport̀afi.
Enfin, signalons que, pour deux populations, le test de Bartlett n’est strictementéquivalent
au testF que si les deux́echantillons sont de m̂eme effectif (n1 = n2).

Exemple 5.4 Soit troisécart-types : 1.359, 1.773, 2.441 estimé avec 13, 14, 10 obser-
vations respectivement. La statistique de test vaut 3.50 et la différence entre les trois
écarts-types n’est donc pas significative au seuil de 5% (alors que les variances varient
du simple au double...).
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Chapitre 6

Analyse de variance

Nous venons de voir comment tester des hypothèses concernant les moyennes de deux
populations en utilisant les moyennes et les variances d’unéchantillon. Ńeanmoins dans
la pratique nous sommes souvent confrontésà des groupes de plusieurs moyennes. Par
exemple nous aimerions tester une hypothèse d’́egalit́e des moyennes sur les rendements
de trois varíet́es de soja. Il ne serait pas très fut́e d’effectuer tous les tests de comparaison
deuxà deux possibles car non seulement la méthode risque d’être longue et laborieuse
mais elle risque de conduirèa des conclusions erronées car toutes ces comparaisons ne
sont pas ind́ependantes. La technique utilisée pour effectuer ces tests s’appelle l’analyse
de variance et son principe est très simple. Si nos variét́es de soja ont la m̂eme moyenne
et la m̂eme variance, toutes les parcelles présenteront la m̂eme variabilit́e, dueà l’erreur
exṕerimentale (h́et́eroǵeńeité du sol, du matériel véǵetal, des pratiques culturales...). Si
d’autre part les diff́erentes varíet́es de soja ont la m̂eme variance mais des moyennes
de rendement diff́erentes, la variabilité entre deux parcelles plantées avec des variét́es
diff érentes sera certainement plusélev́ee que celle observée entre deux parcelles plantées
avec une m̂eme varíet́e. Le principe de base de l’analyse de variance est donc de chercher
à voir si la variabilit́e des observations peutêtre en partie expliqúee par les diff́erences
entre traitements. Pour cela nous aurons naturellement besoin de deux outils dévelopṕes
dans le chapitre préćedent :
• comment comparer les estimations de deux variancesà l’aide d’un test F ;
• comment obtenir une estimation de l’erreur expérimentale.
Néanmoins l’utilisation de l’analyse de variance présuppose quelques hypothèses. M̂eme
si elles sont en ǵeńeral raisonnables, il est important de les vérifier. Les hypoth̀eses de
base sont :
• Leséchantillons de chaque population sont statistiquement indépendants ;
• Les populations ont toutes la même variance ;
• Les populations suivent une loi normale.
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1 Cas d’un seul facteur.

La situation la plus simple est lorsque nous avons unéchantillon provenant de plusieurs
populations caractériśees par un seul facteur. C’est le cas par exemple lorsque des traite-
ments ou des variét́es ontét́e test́es avec un dispositif complètement randomisé.

Exemple 4.2: Supposons que nous ayons installé une exṕerience sur trois variét́es avec
quatre ŕeṕetitions. Les rendements des douze parcelles sont : 3.8, 4.5, 3.8, 3.9, 4.3,
5.0,4.5, 5.0, 4.1, 4.3, 4.7, 4.9 kg/parc.
La moyenne des rendements vaut 4.4 kg/parc. La somme des carrés deśecarts vaut :

SCE = (3.8− 4.4)2 + (4.5− 4.4)2 + (3.8− 4.4)2 + ... + (4.9− 4.4)2 = 2.16

Il y a 11 degŕes de libert́e (ddl) et la variance th́eorique que l’on a estiḿee d’apr̀es
l’ échantillon vaut :2.16

11
= 0.197

Si nous avions utiliśe la m̂eme varíet́e pour les douze parcelles, la variabilité serait due
aux différences entre parcelles. Comme nous avons utilisé trois varíet́es nous pouvons
nous demander si les différences entre variét́es n’ont pas introduit une nouvelle source de
variabilité.
Les quatre premiers rendements correspondentà la varíet́e A, les quatre suivants̀a la
variét́e B et les quatre derniers̀a la varíet́e C. la variance th́eorique que l’on a estiḿee
d’apr̀es l’échantillon s’appelle le carré moyen (CM)

Rendement variét́e A : 3.8, 4.5, 3.8, 3.9 ; moy= 4.0 ; SCE= 0.34 ; DDL= 3 et CM= 0.113

Rendement variét́e B : 4.3, 5.0, 4.5, 5.0 ; moy= 4.7 ; SCE= 0.38 ; DDL= 3 et CM= 0.127

Rendement variét́e C : 4.1, 4.3, 4.7, 4.9 ; moy= 4.5 ; SCE= 0.40 ; DDL= 3 et CM= 0.133

Les rendements totaux de chaque variét́e sont de 16.0, 18.8 et 18.0 kg/parcelle. et la
moyenne de ces rendements totaux vaut :16.0+18.8+18.0

3
= 17.6 La somme de carrés des

écarts inter–variét́es vaut :

SCE =
(16.0− 17.6)2 + (18.8− 17.6)2 + (18.0− 17.6)2

4

La quantit́e au nuḿerateur correspond̀a la formule classique pour calculer la SCE mais
comme chaque nombre est le total de quatre parcelles nous divisons par quatre pour avoir
la SCE inter–varíet́es par parcelle. La SCE vaut donc 1.04 avec 2 ddl ce qui nous donne
un CM de 0.52.
Nous pouvons remarquer que si nous ajoutons les SCE des trois variét́esà la SCE inter–
variét́es nous retrouvons la SCE totale calculée au d́ebut (2.16) avec le m̂eme nombre de
ddl (11). Nous avons donc divisé la SCE totale en quatre parties. Une des hypothèses de
baseétant l’́egalit́e des variances pour les trois variét́es, les trois carrés moyens sont une
estimation de la m̂eme variance et nous pouvons donc obtenir une estimation globale :

bar-hen.net



6. ANALYSE DE VARIANCE 35

SCE = 0.34 + 0.38 + 0.40 = 1.12
DDL = 3 + 3 + 3 = 9
CM = 1.12

9
= 0.124

Cette partition de la SCE totale est géńeralement pŕesent́ee sous la forme d’un tableau,
appeĺe tableau d’analyse de variance :

Source DDL SCE CM F
Inter–varíet́es 2 1.04 0.520 4.18
Intra–varíet́e 9 1.12 0.124
Total 11 2.16

Notre hypoth̀ese nulléetait qu’il n’y avait pas de diff́erence entre les rendements moyens
des trois varíet́es. Nous devons maintenant savoir quelle est la probabilité d’observer un
CM inter–varíet́es au moins aussiélev́e si notre hypoth̀ese nulle est vraie.
Ceci nous conduit̀a effectuer un testF , F = 0.520

0.124
= 4.18 avec 2 et 9 ddl. Cette valeur

n’est pas plus grande que la valeur tabulée de la distributionF avec 2 et 9 ddl au seuil
5%. Nous ne pouvons donc pas rejeter l’hypothèse d’́egalit́e des rendements des trois
variét́es.

2 Cas de deux facteurs

Un autre utilisation classique de l’analyse de variance est le cas où nous avons deux
facteurs, par exemple différentes varíet́es dans plusieurs blocs.

Exemple 4.3 :Supposons que nous ayons testé trois varíet́es sur douze parcelles réparties
en quatre blocs complets randomisés

REP I REP II REP III REP IV
PARC VAR RDT PARC VAR RDT PARC VAR RDT PARC VAR RDT

1 B 4.3 6 C 4.3 7 B 4.5 12 A 3.9
2 A 3.8 5 B 5.0 8 C 4.7 11 C 4.9
3 C 4.1 4 A 4.5 9 A 3.8 10 B 5.0

Commençons par former un tableau des totaux

VARIETE REP I REP II REP III REP IV TOTAL
A 3.8 4.5 3.8 3.9 16.0
B 4.3 5.0 4.5 5.0 18.8
C 4.1 4.3 4.7 4.9 18.0

TOTAL 12.2 13.8 13.0 13.8 52.8

Nous pouvons v́erifier que la somme des lignes estégaleà la somme des colonnes.
Comme pŕećedemment la SCE totale vaut 2.160 avec 11 ddl, et la SCE entre variét́es vaut
1.040 avec 2 ddl.
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Une nouvelle source de variabilité est due aux blocs, nous avons donc une nouvelle par-
tition de la SCE totale. La moyenne des quatre blocs vaut12.2+13.8+13.0+13.8

3
= 13.2

SCE =
(12.2− 13.2)2 + (13.8− 13.2)2 + (13.0− 13.2)2 + (13.8− 13.2)2

3
= 0.587 avec 3 ddl

Les totauxétant la somme de trois parcelles, le numérateur est diviśe par trois pour ra-
mener le ŕesultatà l’échelle d’une parcelle.
La variation ŕesiduelle est calculée en soustrayant les variations dues aux facteurs (ici
variét́e et bloc)à la variation totale :

SCE = (2.160 - 0.587 - 1.040) = 0.533 avec 11 - 3 - 2 = 6 ddl

Nous obtenons donc le tableau d’analyse de variance :

Source DDL SCE CM F
Blocs 3 0.587 0.196
Variét́es 2 1.040 0.520 5.84*
Résiduelle 6 0.533 0.089
Total 11 2.160

Tester un effet bloc ne sert qu’à vérifier que les blocs ont́et́e bien forḿes. Ici nous avons
test́e seulement le CM variét́e par rapport au CM résiduel. La valeur 5.84 est largement
suṕerieureà la valeur tabuĺee au niveau 5% d’une distributionF avec 2 et 6 ddl. Nous en
concluons que la variation entre les parcelles ayant reçu une même varíet́e est plus faible
qu’entre celles ayant reçu des variét́es diff́erentes (une fois la variabilité due au bloc prise
en compte). Nous voyons comment le bloc a accru la précision de l’exṕerience car dans
l’exemple pŕećedent nous avions trop de variabilité entre parcelles ayant reçu la même
variét́e pour mettre eńevidence quoi que ce soit. On peut noter que la somme des SCE
dues aux blocs et̀a la ŕesiduelle est́egaleà la SCE intra–variét́e de l’exemple pŕećedent.

3 Cas non orthogonal

Lorsque les effectifs ne sont paségaux, l’analyse de varianceà deux facteurs se com-
plique sensiblement, tant du point de vue pratique que du point de vue théorique. Ceci
peut arriver par exemple lorsque le matériel étudíe ne permet pas d’avoir deséchantillons
de m̂eme importance pour les différents facteurs, ou lorsque de nombreuses données sont
manquantes.
La complication essentielle provient du fait que les différentes sommes des carrées des
écarts ne sont plus indépendantes les unes des autres. Elles ne sont donc plus additives.
Concr̀etement, ceci signifie que les valeurs du testF sont diff́erentes si l’ordre d’́etude
des facteurs est changé.
Sans d́evelopper l’́etude des dispositifs non orthogonaux, nous allons présenter succinc-
tement deux approches de ce problème :
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• La premìere ḿethode consistèa calculer l’apport des facteurs en fonction d’un ordre
pré-́etabli (en ǵeńeral, leur ordre d’introduction dans le modèle). Dans ce cas, la somme
des SCE associée aux facteurs plus la SCE résiduelle vaut bien la SCE totale. Il est par
contre difficile de tirer des conclusions géńerales au niveau d’un facteur précis car les
résultats d́ependent de l’ordre. Imaginons par exemple, que l’effet de deux facteurs
très d́ependants soit mesuré. Le facteur interpŕet́e en second a peu de chance d’être
significatif car la variabilit́e qu’il provoque sur les observations aura déjà ét́e prise en
compte par le premier facteur. Une inversion de ces deux facteurs aurait conduit aux
résultats inverses. Les SCE calculées selon le principe d’un ordre des facteurs sont en
géńeral appeĺees SCE type I.

• La seconde ḿethode classique est de considérer l’effet de chaque facteur une fois que
la variabilit́e assocíeeà tous les autres a déjà ét́e soustraite. L’ordre d’entrée dans le
mod̀ele n’a donc plus d’importance car l’on considère que chaque facteur estétudíe en
dernier. Ceci donne une bonne idée de l’apport sṕecifique de chacun des traitements.
Il y a néanmoins deux inconvénients : tout d’abord la somme des SCE associée à
chaque facteur et de la SCE résiduelle ne vaut plus la SCE totale (car les SCE ne sont
pas ind́ependantes). Il est donc impossible de connaı̂tre la part de la variation totale
attribuableà chaque facteur. De plus, si deux facteurs sont très corŕelés, il y a de forts
risques qu’aucun des deux facteurs ne soit significatif car la variabilité assocíeeà un
facteur aura d́ejà ét́e prise en compte dans le modèle. Les SCE calculées selon ce
principe sont en ǵeńeral appeĺees SCE type III.

Quelle que soit la ḿethode utiliśee, l’interpŕetation des ŕesultats dans le cas non orthogo-
nal est souvent d́elicate et ńecessite un examen approfondi des résultats.
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Chapitre 7

Comparaisons entre les niveaux des
facteurs

Lorsqu’̀a l’issue d’une analyse de variance, on est amenéà rejeter une hypoth̀ese d’́egalit́e
des niveaux de facteurs, la question se pose géńeralement de savoir quelles sont, parmi
les moyennes considéŕees, celles qui diff̀erent significativement. Cette question est en
géńeral ŕesolue par les diff́erentes ḿethodes de comparaisons multiples. Dans l’exposé
de ces diff́erentes ḿethodes, nous supposerons toujours que les conditions de base de
l’analyse de variance sont respectées.

1 La plus petite différence significative (PPDS)

Les ḿethodes de comparaison de moyennes ontét́e étudíees pŕećedemment. Dans la me-
sure òu l’analyse de variance n’est applicable que si les variances des populations sont
égales, il est possible d’utiliser le carré moyen ŕesiduel (CMR) comme estimation de
la variance. Si de plus les moyennes sont estimées avec le m̂eme nombren d’observa-
tions, la diff́erence entre deux moyennesµ1 etµ2 est significative au seuil de 5% si cette
diff érence est supérieureà

PPDS=
√

2∗CMR
n

× t (5% et avec le nombre de ddl du CMR.) (7.1)

La valeur 2
n

correspond̀a 1
n

+ 1
n

dans l’expression de la différence de deux moyennes, et
le t se lit dans la table de Student.
Bien que fort populaire, cette ḿethode est peu correcte. En effet, les comparaisons ne
sont pas ind́ependantes et, vu le nombreélev́e de comparaisons, on est quasiment certain
de conclurèa des diff́erences qui n’existent pas.
En ŕealit́e, la d́efinition qui vient d’̂etre donńee pour la plus petite différence significative
n’est valable que pour l’analyse de varianceà un facteur. D’une manière ǵeńerale, le carŕe
moyen ŕesiduel doit̂etre remplaće par le carŕe moyen qui a servi de base de comparaison
pour les moyennes considéŕees (souvent le carré moyen de l’interaction), et l’effectif
n est le nombre total d’observations qui interviennent dans chacune des moyennes. En
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outre, le nombre de degrés de libert́e de la distributiont est toujours le nombre de degrés
de libert́e du carŕe moyen qui a servi de base de comparaison.

2 Les tests de Duncan et de Newman-Keuls

Ces tests sont préférablesà la PPDS si l’exṕerimentateur souhaite comparer tous les
niveaux des facteurs. Ils sont basés sur la comparaison des amplitudes observées pour
des groupes de 2, 3, ... moyennes avec une amplitude maximale théorique correspondant
à une probabilit́e donńee de ŕealisation.
Concr̀etement, ceci signifie que l’on commence par calculer la plus petite amplitude si-
gnificative relativèa des groupes de deux moyennes, de trois moyennes, etc.
La plus petite amplitude significative est donc, pour un niveau de significationα, pour un
nombre de moyennes et de degrés de libert́e donńes :

q(1− α)

√
2 ∗ CMR

n

Ce calcul ńecessite l’emploi de tables particulières fournissant les valeursq(1 − α) qui
remplacent les quantités

√
2t(1− α/2) de la PPDS (voiŕequation7.1).

Les valeursq(1 − α) sont calcuĺees de telle sorte que, pourp populations normales de
même moyenne et de m̂eme variance, la probabilité de d́epasser la plus petite amplitude
significative soit́egaleàα.
Après avoir d́etermińe de cette manière les amplitudes maximales admissibles relatives
aux différents nombres de moyennes, on compare l’amplitude observée desp moyennes
consid́eŕeesà la plus petite amplitude significative correspondante, puis on traite de la
même manìere l’amplitude des diff́erents groupes dep−1 moyennes, dep−2 moyennes,
etc. On continue jusqu’au moment où l’amplitude de certains groupes ne dépasse plus la
limite admissible correspondante. Les moyennes de ces groupes sont alors considéŕees
comme non significativement différentes.
Il est bienévident, comme pour la PPDS, que le carré moyen ŕesiduel doit́eventuellement
être remplaće par le carŕe moyen qui sert ŕeellement de base de comparaison, et l’effectif
n par le nombre d’observations qui interviennent dans le calcul de chacune des moyennes.
De même, le nombre de degrés de libert́e est, d’une façon ǵeńerale, celui du carré moyen
servant de base de comparaison.
Les différences entre les deux tests proviennent de l’utilisation de tables statistiques
diff érentes. De manière ǵeńerale, les ŕesultats du test de Duncan sont intermédiaires entre
ceux obtenues par la PPDS et ceux obtenus par Newman-Keuls.
Fort logiquement, les résultats sont identiques pour le cas de deux moyennes.
Il est cependant fort rare que l’expérimentateur soit intéresśe par toutes les comparaisons,
l’information étant diviśee pour tester toutes les comparaisons possibles, il y a fortà
craindre que les tests vraiment utiles soient peu puissants.
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3 Autres méthodes de comparaisons multiples de moyennes

Il est peu puissant d’effectuer toutes les comparaisons de moyennes deuxà deux et il faut
mieux se limiter̀a quelques comparaisons particulières. Suivant les cas, différents tests de
comparaisons multiples sont possibles et il n’est pas raisonnable de faire un recensement
exhaustif des diff́erents tests de comparaisons multiples proposés dans la litt́erature. Deux
cas particuliers sont cependant assez fréquents :

Test de Dunett : l’expérimentateur peut vouloir comparer un ensemble de traitements
à un t́emoin. On effectue dans ce cas, pourp populations,p − 1 comparaisons.
L’erreur globale de première esp̀ece proprèa la ḿethode de la plus petite différence
significative doit en conśequencêetre ŕeduite dans une moindre mesure que dans
le cas ǵeńeral, òu le nombre de comparaisonsà effectuer est́egalà p(p− 1)/2.
Comme pŕećedemment, la plus petite amplitude significative est donc, pour un
niveau de significationα, pour un nombre de moyennes et de degrés de libert́e
donńes :

d(1− α

2
)

√
2 ∗ CMR

n

où n etCMR sont d́efinis comme pŕećedemment.
Les valeursd(1−α) sont calcuĺees de telle sorte que, pourp populations normales
de m̂eme moyenne et de m̂eme variance, la probabilité de d́epasser la plus petite
amplitude significative soit́egaleàα.

Test de Gupta : un autre probl̀eme particulier, qui se pose notamment en matière de
sélection est la recherche de la ou des moyennes les plusélev́ees. D’une manière
concr̀ete, le but est de déterminer le plus petit ensemble de moyennes observées
x̄i qui ait une probabilit́e donńee, par exemple1 − α, d’englober la population
de moyenne th́eorique maximum. Pour cela, on réunit dans un m̂eme groupe les
valeursx̄i telles que :

x̄i ≥ x̄max − d(1− α)

√
2 ∗ CMR

n

où n et CMR sont d́efinis comme pŕećedemment,̄xmax désigne la moyenne ob-
serv́ee la pluśelev́ee, etd(1 − α) repŕesentent les valeurs du test de Dunnett pour
un test unilat́eral. La ḿethode revient donc̀a effectuer un test unilatéral de compa-
raison dep−1 moyennes observées avec une moyenne témoin, la valeur maximum
servant de t́emoin.

4 Exemple

Quarante-deux pots, contenant chacun quatorze plants, ontét́e pŕepaŕes en vue de com-
parer sept fumures différentes. Ils ont́et́e ŕepartis au hasard en six lots de sept pots et,
ensuite, les septs traitements ont eux-mêmeśet́e ŕepartis au hasard̀a l’intérieur de chacun
des six lots. A l’issue d’une ṕeriode donńee, les accroissements individuels en hauteur ont
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ét́e mesuŕes, en centim̀etres, et ont conduit̀a la ŕealisation d’une analyse de variance qui
a mis enévidence l’existence de différences tr̀es hautement significatives entre les sept
fumures consid́eŕees. Le carŕe moyen de l’interaction bloc*fumure vaut 5.619, avec 30
degŕes de libert́e. De plus, il y a 84 individus par niveau de fumure (6 lots et 14 individus
par pots).
La plus petite diff́erence significative, au seuil 5%, et en centimètres, vaut :

t0.975

√
2 ∗ CMR

n
= 2.042

√
2× 5.619/84 = 0.75

Ce qui donne le classement des moyennes :
x̄5 x̄7 x̄4 x̄1 x̄2 x̄6 x̄3

7.49 8.23 8.44 8.67 9.64 9.69 10.34

Même si toutes les comparaisons deuxà deux n’ont que peu d’intér̂et dans cet exemple,
nous pouvons,̀a titre d’exemple, appliquer la ḿethode de Newman Keuls.
Les plus petites amplitudes significatives au seuil 5% et pour 30 degrés de libert́e sont :

pour deux populations : 2.89
√

5.169/84 = 0.75

pour trois populations : 3.49
√

5.169/84 = 0.90

pour quatre populations : 3.85
√

5.169/84 = 1.00

pour cinq populations : 4.10
√

5.169/84 = 1.06

pour six populations : 4.30
√

5.169/84 = 1.11

pour sept populations : 4.46
√

5.169/84 = 1.15

On retrouve logiquement pour deux populations la valeur de la plus petite différence
significative.
Les moyennes ordonnée des sept niveaux de fumure ontét́e donńees pŕećedemment.
La plus grande amplitude (x̄3− x̄5 = 2.85) dépasse largement la valeur maximum admis-
sible pour sept populations. Ceci est cohérent avec les résultats de l’analyse de variance.
En partant de la moyenne la plus faible, on constate que :

x̄5 + 1.15 = 7.49 + 1.15 = 8.64 < x̄1

Puisque l’amplitude relativèa sept populations (1.15) conduità une valeur inf́erieureà
x̄1, il en est de m̂eme pour les amplitudes relativesà six, cinq et quatre populations. On
peut donc imḿediatement consid́erer le cas de trois moyennes, pour lequel on a :

x̄5 + 0.90 = 7.49 + 0.90 = 8.39 < x̄4

on ne peut donc pas regrouperx̄5, x̄7 et x̄4.
Pour deux moyennes, on a :

x̄5 + 0.75 = 7.49 + 0.75 = 8.44 > x̄7

bar-hen.net



7. COMPARAISONS ENTRE LES NIVEAUX DES FACTEURS 43

On ne peut donc pas rejeter l’hypothèsem5 = m7.
De même, en recommençant la même oṕerationà partir de la deuxième moyenne, on a :

x̄7 + 0.90 = 8.23 + 0.90 = 9.13 > x̄1

On ne peut donc pas rejeter l’hypothèsem7 = m4 = m1.
De même pour la troisìeme moyenne :

x̄4 + 1.06 = 8.44 + 1.06 = 9.50 < x̄2

et on n’effectue pas la comparaison dex̄4 et x̄1 puisque l’hypoth̀esem4 = m1 a d́ejà ét́e
accept́ee.
En continuant de la m̂eme façon, on obtient successivement :

x̄1 + 1.00 = 8.67 + 1.00 = 9.67 < x̄6

x̄1 + 0.75 = 8.67 + 0.75 = 9.42 < x̄2

et
x̄2 + 0.90 = 9.64 + 0.90 = 10.54 > 10.34

ce qui conduit̀a l’acceptation de l’hypoth̀esem2 = m6 = m3.
Au total, le ŕesultat obtenu est, dans le cas présent, identiquèa celui qui d́ecoule de
l’utilisation de la ḿethode de la PPDS mais le risque de première esp̀ece est nettement
inférieur. On remarque en outre que, si les méthodes de comparaisons multiples per-
mettent de ramener le risque d’erreurà une limite raisonnable, elle ne permettent pas
d’éviter les difficult́es pratiques ŕesultant du chevauchement des groupes de moyennes.
Les ḿethodes de Duncan, Dunett et Gupta s’appliquent de la même manìere.

5 La méthode des contrastes

Dans la plupart des essais concernés, les chercheurs choisissent les niveaux des fac-
teurs en souhaitant effectuer des comparaisons particulières. Par exemple, dans un es-
sai varíetal, la varíet́e A correspond̀a la varíet́e vulgariśee alors que les variét́es B et C
sont nouvelles. Le chercheur peut vouloir comparer les nouvelles variét́es avec l’ancienne
ainsi que les nouvelles variét́es entre elles. Ceci est un exemple de questions précises que
le chercheur peut se poser avant de faire une expérience.
Se demander si le rendement des nouvelles variét́es est meilleur revient̀a poser la ques-
tion :

Est-ce que (2× moyenne de A - moyenne de B - moyenne de C) est significativement
diff érent de źero ?

Ce genre de comparaison s’appelle des contrastes car la somme des coefficients des
moyennes :

2 − 1 − 1
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vaut źero.
Si un facteur ak niveaux et que le but est de tester un contraste entre ces niveaux avec
les coefficientsC1, C2, . . . , Ck, il faut avoir

∑
i Ci = 0 et le contraste vaut :

SCE contraste=
(
∑

i CiTi)
2

r
∑

i C
2
i

oùTi repŕesente la somme des valeurs du niveaui du facteuŕetudíe etr le nombre total de
parcelles servant̀a calculer les totaux (c’est-à-dire le nombre d’observations de chacun
desk niveaux du facteur).
Cette SCE a toujours un seul degré de libert́e et l’hypoth̀ese nulle est testée en comparant
le rapport :

F = SCE contraste / CMR

les degŕes de libert́e valent 1 pour la SCE contraste et sont ceux de l’erreur pour le CMR.

Exemple 7.1 Soit une exṕerience en blocs complets randomisés dont le but est de com-
parer la varíet́e vulgariśee A avec les nouvelles variét́es B et C.

Variét́e A B C
Total 16.0 18.8 18.0

Coefficients 2 -1 -1

Q1 = SCE contraste =(2∗16.0−1∗18.8−1∗18.0)2

4∗6 = 0.960

F = 0.960
0.089

= 10.7 avec 1 et 6 ddl

Ce test est significatif au seuil 5%.
L’autre contrastéevident consistèa comparer les varíet́es B et C. Les coefficients seront
donc

0 1 − 1

et :

Q2 = SCE contraste =(0∗16.0+1∗18.0−1∗18.0)2

4∗2 = 0.080

ce qui donne unF qui ne peut̂etre significatif car plus petit que 1.
Il est int́eressant de noter que la somme des SCE des deux contrastes (Q1 etQ2) estégale
à la SCE des variét́es (voir table7.1). En fait, pour tester des hypothèses particulìeres,
la SCE des varíet́es aét́e diviśee en deux SCE.
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7. COMPARAISONS ENTRE LES NIVEAUX DES FACTEURS 45

De manìere ǵeńerale la SCE d’un facteur̀ak niveaux peut̂etre diviśee enk contrastes si
les SCE sont orthogonales. Si les contrastes sont orthogonaux, la somme du produit des
coefficients de deux contrastes pris au hasard sera toujourségaleà źero. Dans l’exemple
préćedent il n’y a que deux contrastes, la vérification est donc rapide :

(2 ∗ 0) + (−1 ∗ 1) + (−1 ∗ −1) = 0

Quand les contrastes sont orthogonaux, les tests effectués sont statistiquement indépendants
et le seuil du test (5% ou 1%) est préserv́e pour tous les tests. Si les comparaisons ne sont
pas ind́ependantes, la somme des SCE des contrastes ne vaut pas la SCE du facteur, les
tests ne seront pas indépendants et le seuil du test sera inconnu. Pour un facteurà k ni-
veaux, il n’est pas possible d’avoir plus dek tests ind́ependants et il est utile de réfléchir
un peu avant de les poser.
Les contrastes sont souvent inclus dans le tableau d’analyse de variance (voir la table7.1)

Tableau 7.1 – table d’analyse de variance
Source DDL SCE CM F
Inter-blocs 3 0.587 0.196
Inter-Varíet́es 2 1.040 0.520 5.84*
A versus B & C 1 0.960 0.960 10.70**
B versus C 1 0.080 0.080 0.89
Résiduelle 6 0.533 0.089
Total 11 2.160

Lorsque les niveaux d’un facteur sont quantitatifs, comme par exemple des doses d’en-
grais ou de phytocides, il peutêtre int́eressant de savoir si la réponse aux diff́erents ni-
veaux du facteur suit une ligne droite, ou une courbe particulière (quadratique ou cubique
par exemple).
Les coefficients de ces tests s’appellent les polynômes orthogonaux et leur valeur se
trouve facilement dans toute bonne table statistique dans le cas où les intervalles entre les
niveaux restent constants. Le tableau ci-dessous donne les plus courants. Ils s’utilisent de
la même manìere que les autres coefficients.

Tableau 7.2 – polyn̂omes orthogonaux lińeaires et quadratiques
Nb DE NIVEAUX POLYNÔME COEFFICIENTS :Ci

∑
i C

2
i

3 LINEAIRE -1 0 +1 2
3 QUADRATIQUE +1 -2 +1 6
4 LINEAIRE -3 -1 +1 +3 20
4 QUADRATIQUE +1 -1 -1 +1 4
5 LINEAIRE -2 -1 0 +1 +2 10
5 QUADRATIQUE +2 -1 -2 -1 +2 14
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Chapitre 8

Hypothèses de l’analyse de variance

Les techniques d’analyse de variance sont tellement utilisées que l’on oublie parfois dans
quels cadres elles s’appliquent. En effet, avant de se précipiter sur la valeur du testF de
Fisher, il est indispensable de vérifier que les hypoth̀eses de base sont bien respectées. A
savoir :

1. Les effets traitements et les effets blocs sont additifs ;

2. les erreurs exṕerimentales sont ind́ependantes ;

3. les erreurs exṕerimentales ont toutes la même variance ;

4. les erreurs exṕerimentales suivent une loi normale.

Le non-respect d’une ou plusieurs de ces hypothèses affecte de manière sensible le niveau
du testF de Fisher. C’est-̀a-dire que la probabilité assocíeeà la valeur calcuĺee perd une
grande partie de sa signification.
Nous allons voir dans ce paragraphe ce que signifient ces hypothèses. Puis dans les deux
paragraphes suivants nous proposerons des remèdes lorsque ces hypothèses ne sont pas
vérifiées.

1 Test de normalit́e

Tous les tests d́evelopṕes en analyse de variance supposent que les observations suivent
une loi normale. Cette hypothèse est donc fondamentale et de nombreux tests ontét́e
propośes dans la litt́erature. Le but de ce paragraphe n’est pas de faire un tour exhaustif
de la question mais plutôt de pŕesenter les principaux tests d’ajustement. Nous nous li-
miterons au cas de la loi normale mais il est facile de tester l’ajustementà une autre loi.
Par exemple, l’ajustementà une loi de Weibull dans le cas de la distribution diamétrique
d’arbres.
Dans le cas de l’analyse de variance, il est préférable d’effectuer les tests de normalité
sur les ŕesidus car leur distribution correspondà la distribution centŕee (c’est-̀a-dire de
moyenne nulle) des observations.
D’une façon ǵeńerale, on consid̀ere dans les tests d’ajustement, d’une part une population
infinie dont les individus sont classées enp cat́egories, en fonction d’un critère qualitatif
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48 Test de normalité

ou quantitatif, et d’autre part, uńechantillon aĺeatoire simple d’effectifn dont les indivi-
dus sont clasśes de la m̂eme manìere. Le but est de v́erifier si la population possède une
distribution de probabilit́eP1, P2, . . . , Pp telle que :

p∑
i=1

Pi = 1

1.1 Test d’ajustement duχ2

Supposons tout d’abord que la distribution de référence est complètement d́efinie, c’est-̀a-
dire queP1, P2, . . . , Pp est connue. Soitn1, . . . , np les effectifs observ́es dans chacune des
p classes (

∑
i ni = n) La distance duχ2 entre la distribution th́eorique et la distribution

empirique est d́efinie par :

χ2
obs =

p∑
i=1

(ni − nPi)
2

nPi

(8.1)

Les d́enominateursnPi (effectifs attendus) donnent une importance relative suffisante
aux fŕequencesni etnPi les plus petites.
Lorsque l’hypoth̀ese nulle d’ajustementà la loi th́eorique est vraie, la quantité χ2

obs suit
approximativement une distributionχ2 àp− 1 degŕes de libert́e.
Cette propríet́e ŕesulte du fait que chacune desp fréquences peutêtre consid́eŕee comme
une variable binomiale et donc asymptotiquement comme une loi normale.
La valeurχ2

obs est nulle lorsque les fréquences observées sont touteśegales aux fŕequences
attendues ,c’est-à-dire lorsqu’il y a concordance complète entre la distribution observée
et la distribution th́eorique. On rejette donc l’hypothèse nulle lorsque la valeur observée
est tropélev́ee, c’est-̀a-dire lorsque :

χ2
obs > χ2

1−α

Ce test est toujours unilatéral.
Il est à noter que la distribution est approximative. Cette approximation est considéŕee
comme satisfaisante lorsque les effectifs attendus sont supérieurs ouégauxà 5. Quand
cette condition n’est pas remplie, on peut regrouper des classes voisines, de manièreà
augmenter les fréquences attendues.
Lorsque la distribution th́eorique n’est pas complètement d́efinie, le ou les param̀etres qui
caract́erisent la distribution th́eorique doivent̂etre estiḿes.
Dans le cas de la loi normale, en géńeral, la moyenne et la variance doiventêtre estiḿees.
Dans le cas de la loi binomiale ou de la loi de Poisson, seule la moyenne est en géńeral
estiḿee.
Si les param̀etres estiḿes correspondent aux paramètres qui minimisent la distance entre
la distribution empirique et la distribution de référence, la distance, calculéeà l’aide de
l’ équation (8.1), suit une loi duχ2 avecp − k − 1 degŕes de libert́e, òu k est le nombre
de param̀etres estiḿes.
Il est important de noter que les estimateurs de la moyenne et de la variance obtenue en
minimisant la formule8.1ne sont en ǵeńeral pas les estimateurs classiques du maximum
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de vraisemblance. Si les formules classiques sont utilisées, le niveau du test peutêtre
sensiblement altéŕe.

1.2 Test de Kolmogorov-Smirnov

Le test de Kolmogorov-Smirnov est basé sur la comparaison de la fonction cumulative de
fréquenceN(x) pour l’échantillon (c’est-̀a-dire le nombre d’observations inférieures̀ax)
avec la fonction de répartitionF (x) pour la population (c’est-à-dire la probabilit́e qu’une
observation soit inf́erieurà x). De façon plus pŕecise on d́etermine l’́ecart maximum en
valeur absolue entre ces deux fonctions :

|N(x)− F (x)|

et on compare cet́ecartà des valeurs critiques tabulées.
Pour deśechantillons d’effectif suṕerieurà 35 et pour des niveaux de signification res-
pectivement́egauxà 0.05 et 0.01, on peutégalement utiliser les valeurs approchées sui-
vantes :

1.36√
n

et
1.63√

n

On rejettera l’hypoth̀ese nulle, respectivement aux niveaux 5% et 1% lorsque l’écart
maximum observ́e est suṕerieur ouégalà l’une ou l’autre de ces valeurs.
Les conditions d’application du test de Kolmogorov-Smirnov sont nettement différentes
de celles qui caractérise le test duχ2 de Pearson. Il est d’une utilisation plus large que le
test duχ2, car il reste applicable pour deséchantillons d’effectif ŕeduit.
Il faut enfin noter que si les paramètres deF (x) sont estiḿes à partir des donńees les
valeurs critiques de la statistique ne sont pas connues.

1.3 Test de Lin et Mudholkar

Ce test repose sur une idée fort simple : uńechantillon(x1, . . . , xn) est extrait d’une va-
riable normaleX si et seulement si la moyenne et la variance empirique sont indépendantes.
Ce ŕesultat est une caractérisation classique de la loi normale.
Il suffit donc de tester la nullité du coefficient de corrélation entre la moyenne et la va-
riance. Ceci implique l’obtention d’uńechantillon des variable aléatoirex̄ et s2. Pour ce
faire, on utilise la ḿethode dite du jackknife.
AppelonsEi l’ échantillon obtenu par suppression de l’observationxi et notonsx̄i sa
moyenne ets2

i sa variance empirique. Notonsx̄. la moyenne des̄xi et s2
. la moyenne des

s2
i . Pour des raisons théoriques on calcule le coefficient de corrélation entrēx ets

3
2 :

r =

∑
i(x̄i − x̄.)(s

3
2
i − s

3
2
. )√∑

i (x̄i − x̄.)
2

√(
s

3
2
i − s

3
2
.

)2

Sous l’hypoth̀ese de normalité, le coefficient de corrélation suit asymptotiquement une
loi normaleN

(
0, 3

n

)
(et donc

√
n
3
r ∼ N (0, 1)).
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50 Test de normalité

Pour des petites valeurs de la taillen de l’échantillon, on utilise le fait,́etabli par Fi-
sher, que la statistiqueZ = log 1+r

1−r
est pratiquement gaussienne d’espérance nulle et de

varianceσ2 = 3
n
− 7.324

n2 + 53.005
n3 .

Ce test de normalité se ŕevèle particulìerement performant si la distribution réelle est
asyḿetrique.

Exemple 8.1 Soit unéchantillon de taillen = 10 :

54, 47, 44, 74, 52, 83, 41, 77, 48, 49

On calculer = 0.786. La statistiqueZ vaut 2.1217 etσ2 = 0.280. On a donc Z√
σ2

=
4.01 > 1.96 de la loi normale au seuil 5%. On est donc dans la région critique et la loi
deX n’est pas gaussienne.
Il faut remarquer que si l’on ne fait pas la transformationZ de Fisher,

√
n
3
r prend la

valeur 1.435 et on est alors conduit,à tort, à accepterH0.

On peut enfin, et quelle que soit la taillen de l’échantillon, utiliser le test fondé sur la
statistiqueZ qui converge en loi versN

(
0, 3

n

)
.

1.4 Test de Shapiro-Wilks

L’id ée consistèa comparer deux statistiquesT1 et T2 qui, sous l’hypoth̀ese de normalité
estiment toutes deux la variance, et sous l’hypothèse alternative estiment des quantités
diff érentes :

T1 = (n− 1)S2 et T2 =

[n/2]∑
i=1

an(i)(x(n−i+1) − x(i))

2

où an(i) correspond aux scores normaux,x(i) correspond aux observation ordonnées de
façon croissante et[n/2] correspond̀a la partie entìere den/2.
La statistique de test est :

SW =
T2

T1

Les valeurs de la statistique de tests sont lues dans les tables.

Exemple 8.2 Soit unéchantillon de sept observations :

x1 = 6, x2 = 1, x3 = −4, x4 = 8, x5 = −2, x6 = 5, x7 = 0

L’ échantillon ordonńe est :

x(1) = −4, x(2) = −2, x(3) = 0, x(4) = 1, x(5) = 5, x(6) = 6, x(7) = 8

On a : (n− 1)S2 = 118
A partir de la table des scores normaux, on calcule :√

T2 = 0.6233(8 + 4) + 0.3031(6 + 2) + 0.1401(5− 0)

D’où SW = 0.97530
Pour n = 7, avec un risque de première esp̀ece de 5%, on lit dans la table la valeur
critique du test : 0.979 ¿0.97530. Il n’y a donc aucune raison de rejeter l’hypothèse de
normalit́e.
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2 Additivit é

Les effets de deux facteurs sont dits additifs si l’effet de l’un de ces facteurs reste constant
pour tous les niveaux de l’autre facteur.
Par exemple, si nous considérons un facteur traitement et un facteur bloc, cela signifie
que l’effet du traitement est le m̂eme dans tous les blocs, et, que l’effet bloc est identique
pour tous les traitements.

Tableau 8.1 – Exemple théorique 1

Traitement
Bloc
I II

Effet bloc
(I-II)

A 180 120 60
B 160 100 60

Effet traitement (A-B) 20 20

Ceci correspond au modèle classique :

observation = effet moyen + effet traitement+effet bloc + erreur

Le mod̀ele multiplicatif peut̂etre not́e :

observation = effet moyen + effet traitement×effet bloc + erreur

Deux facteurs ont des effets multiplicatifs si leurs effets, exprimés en termes de pourcen-
tage, sont additifs.

Tableau 8.2 – Exemple théorique 2

Traitement
Bloc

I II

Effet bloc

(I-II) 100× I−II
II

A 180 120 60 50

B 150 100 50 50

Traitement (A−B) 30 20

100× A−B
B

20 20

sonnette d’alarme: Interaction traitement×bloc
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3 Non-indépendance des erreurs

L’hypothèse d’ind́ependance des erreurs signifie qu’aucune erreur expérimentale n’est
dépendante d’une autre. Ceci est géńeralement respecté si la randomisation áet́e bien
effectúee. Il est donc important de vérifier que deux traitements ne sont pas toujours
côte à ĉote dans toutes les réṕetitions, et de manière ǵeńerale que l’on n’observe pas de
sch́ema ǵeńeral d’une ŕeṕetitionà une autre. Une répartition syst́ematique des traitements
est souvent̀a l’origine de la plupart des erreurs dépendantes. Un exemple est présent́e
dans le tableau8.3.

Tableau 8.3 – Ŕepartition syst́ematique de cinq traitements (A,B,C,D,E) parmi quatre
blocs

A B C D E
B C D E A
C D E A B
D E A B C

sonnette d’alarme: cartographie des résidus.
Les ŕesidus sont d́ecouṕes en classes. Une couleur ou un symbole est associé à chacune
des classes et les résidus sont reportés sur une carte en fonction de leur localisation spa-
tiale.

4 Variance hétérogène

L’hét́eroǵeńeité des variances est la violation des hypothèses de l’analyse de variance
la plus fŕequente. Nous allons voir des méthodes qui permettent parfois d’y remédier.
Néanmoins, comme dans toute médecine un bon diagnostic est indispensable pour pres-
crire un bon rem̀ede.
La démarche suivante est donc conseillée :

1. Pour chaque traitement calculer la moyenne, la variance et l’écart type.

2. Faire deux graphes, le premier avec un axe pour la moyenne et un pour la variance,
le deuxìeme avec un axe pour la moyenne et l’autre pour l’écart-type. Il y a autant
de points que de traitements.

3. Observer les graphes obtenus pour essayer de voir si les variances sont hét́erog̀enes.

La figure8.1 illustre trois cas de figure classique :

1. Variance homog̀ene : cas souhaité ;

2. variance oúecart-type proportionnelà la moyenne : voir paragraphe9;

3. variance h́et́erog̀ene : voir paragraphe4
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Figure 8.1 – Exemple de graphes moyenne versus variance
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Chapitre 9

Transformation des donńees

Le fait que la variance ou l’écart-type soit proportionnelà la moyenne est souvent symp-
tomatique du fait que la distribution de l’erreur expérimentale ne suit pas une loi normale.
Par exemple, les données de proportion conduisent souventà des distributions de type bi-
nomial ou Poisson.
Il est ńecessaire de vérifier que la transformation a homogéńeiśe les variances. Si cela est
le cas, l’analyse de variance s’effectue sur les données transforḿees.
Si des comparaisons de moyennes de traitement sont effectuées avec les tests classiques
(p.p.d.s., Duncan,...), il est conseillé de travailler uniquement sur les données trans-
formées puis d’effectuer les transformations inverses pour revenirà l’échelle d’origine.
Nous allons maintenant présenter trois transformations souvent utilisées.

1 Transformation logarithmique

La transformation logarithmique est la plus appropriée quand l’́ecart-type est proportion-
nel à la moyenne ou que les effets sont multiplicatifs. Cette situation est assez fréquente
lorsque des processus de croissance ou de multiplication sont en jeu.
Pour effectuer une transformation logarithmique sur un ensemble de valeurs, il suffit de
prendre le logarithme de chaque valeur.
Si le jeu de donńees comporte des petites valeurs (en pratique inférieures̀a 1) et surtout
des valeurs nulles, il est préférable d’utiliserlog(x + 1) à la place delog(x).

2 Transformation racine carr ée

La transformation racine carrée est la plus appropriée quand la variance est propor-
tionnelle à la moyenne. Cela peut se produire quand, par exemple, l’on compte des
événements tr̀es rares (ou au contraire très fŕequents) en termes de pourcentage. Si les
pourcentages observés sont ŕepartis entre 0% et 100%, il peutêtre pŕeférable d’utiliser la
transformation arc sinus.

55
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Tableau 9.1 – Ŕesultat de la transformation logarithmique sur les données de l’exemple
théorique8.2

Traitement
Bloc
I II

Effet bloc
(I-II)

A 2.255 2.079 0.176
B 2.176 2.000 0.176

Effet traitement (A-B) 0.079 0.079

Si les valeurs des données sont petites (en pratique inférieureà 10), et surtout lorsque

l’on obtient des valeurs nulles, il est préférable d’utiliser
√

x + 1
2

à la place de
√

x, où x

repŕesente la donńee d’origine.

3 Transformations Arc sinus

La transformation Arc sinus est souvent utilisée lorsque les données repŕesentent des
proportions ou des pourcentages. Il est cependant important de préciser que toutes les
donńees de pourcentage (ou de proportions) ne nécessitent pas une transformation et que
la transformation Arcsinus n’est pas unique. Avant de l’utiliser il est utile de vérifier que
la variance (σ2) et la moyenne (µ) sont relíees par une relation de la forme :σ2 = µ(1−µ).
La valeur de 0% doit̂etre remplaćee par 1

4n
et la valeur 100% par100− 1

4n
, oùn repŕesente

le dénominateur utiliśe pour calculer le pourcentage, c’est-à-dire, la taille de la population
de ŕeférence.
Remarque :très souvent, on ne dispose d’aucune raison théorique permettant de justifier
à priori l’utilisation de telle ou telle transformation. Il existe des méthodes empiriques
pour rechercher la transformation optimum. Nous renvoyons le lecteur intéresśe à la
bibliographie.
Il faut cependant noter que les transformations de variables ont l’inconvénient de com-
pliquer sensiblement l’interprétation des ŕesultats.

4 Partitionnement de l’erreur

Il arrive que les variances soient hét́erog̀enes sans qu’aucune relation n’apparaisse entre
la variance et la moyenne. Par exemple, une application non uniforme d’un fongicide
peut entrâıner des diff́erences sensibles de variance d’un traitementà l’autre.
Le plus souvent l’h́et́eroǵeńeité des variances provient de quelques traitements dont les
erreurs associées sont diff́erentes des autres. La procédure suivante est donc conseillée :
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1. Identifier les traitements dont les valeurs sont très diff́erentes d’une réṕetition à
l’autre. Pour chacun de ces traitements rechercher les observations dont les valeurs
sont tr̀es diff́erentes des autres ;

2. Vérifier qu’il n’y a pas eu une erreur de frappe au moment de la saisie des données
ou d’absurdit́e évidente. Dans ce cas il faut soit corriger soitéliminer la donńee
suspecte ;

3. Examiner la disposition sur le terrain des valeurs suspectes afin de voir si il n’y
a pas de relation entre la disposition géographique et la différence de valeurs ob-
serv́ee (facteur bloc mal d́efini par exemple)

4. Répartir les traitements en groupes (pas trop petit) de variance homogène et effec-
tuer une analyse de variance sur chacun des groupes. La construction des groupes
dépend du problème. On peut par exemple avoir des groupes d’espèces ou bien un
groupe pour les ligńees pures et un groupe pour les hybrides, etc. Pour comparer
deux traitements d’un m̂eme groupe il n’y aucun problème. Pour comparer deux
traitements de groupes différents il suffit de revenir aux formules et de remplacer
la variance ŕesiduelle (σ2

r ) par la moyenne des variances résiduelles des deux blocs
concerńes (1

2
(σ2

i +σ2
j )). Si l’erreur est estiḿee avec le m̂eme nombre de d.d.l. dans

les deux groupes, la valeur tabulée du test (notons lat) se lit directement dans la
table, sinon on remplacet par :

t =
σ2

i ti + σ2
j tj

σ2
i + σ2

j

où ti et tj sont les valeurs tabulées pour le nombre de d.d.l. des groupesi et j
respectivement.

Exemple 9.1 Un essai en blocs complets randomisés avec trois blocs áet́e instalĺe pour
tester les rendements de différentes varíet́es de caf́eier. Il est apparu que les variances
des 11 esp̀eces hybrideśetaient tr̀es diff́erentes des 17 espèces parents. Les analyses de
variances śepaŕees des hybrides et des parents ne font pas apparaı̂tre de violations des
hypoth̀eses de base et donnent les variances résiduelles suivantes :
Parents :σ2

1 = 0.2124 avec (17-1)*(3-1)=32 ddl (t32(5%)= 1.696)
Hybrides :σ2

2 = 0.4331 avec 20 ddl (t20(5%)= 1.725)
La plus petite diff́erence significative au seuil 5% vaut :

entre deux parents : 1.696×
√

2
3
× 0.2124 = 0.638

entre deux hybrides : 1.725×
√

2
3
× 0.4331 = 0.927

entre un hybride et un parent :

0.4331× 1.725 + 0.2124× 1.696

0.4331 + 0.2124
×

√
2

3
× 0.4331 + 0.2124

2
= 1.716× 0.467 = 0.802

Ces quelques ḿethodes sont souvent utiles pour se rapprocher des conditions de l’analyse
de variance mais ne sauraient en aucun cas constituer des remèdes miracles toujours
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58 Partitionnement de l’erreur

applicables. Si les hypothèses de base ne sont manifestement pas respectées et que les
quelques r̀egles ci-dessus ne s’appliquent pas il peut se révéler plus judicieux d’essayer
des ḿethodes non paraḿetriques au lieu de s’obstiner malgré tout à vouloir faire une
analyse de variance classique.
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Chapitre 10

Analyse de variance non paraḿetrique

Nous n’aborderons dans ce chapitre que le casà un ou deux facteurs, avec au moins trois
traitements.
Même si les conditions d’application des tests de l’analyse de variance non paramétrique
sont moins restrictives que celle de l’analyse de variance usuelle, il faut cependant no-
ter que leśechantillons doivent̂etre aĺeatoires et ind́ependants entre eux. De plus, les
variables aĺeatoires consid́eŕees sont supposées continues.
L’id ée sous-jacente des deux tests de ce paragraphe est d’effectuer une analyse de va-
riance baśee sur les rangs, c’està dire sur les nuḿeros d’ordre des valeurs observées
ranǵees par ordre croissant. Ceci simplifie en géńeral beaucoup les calculs mais pro-
voqueévidemment une perte d’information. De ce fait, les analyses de variance non pa-
ramétriques sont ǵeńeralement moins puissantes que les analyses de variance paramétriques
correspondantes, dans les conditions où ces dernìeres sont applicables.

1 Le test des rangs de KRUSKAL-WALLIS : cas d’un facteur

Ce test permet de décider si les diff́erences observées entret échantillons ind́ependants
sont dues au hasard, ou au fait que leséchantillons proviennent de différentes populations.
Ce qu’on peut ŕesumer en disant que les traitements sont différents. Ce test s’applique
par exemple pour des expériences complètement randomisées.
On commence par remplacer lesN observations par leur rang : la plus petite valeur est
remplaćee par 1, la suivante par 2, etc. La plus grande valeur est remplacée parN . (N =
nombre total d’observations dans lest échantillons).
L’attribution sans ambigüıté d’un rangà chaque observation nécessite qu’il n’y ait pas
d’observationśegales. Ce sera théoriquement le cas si les observations sont extraites de
distributions continues. Mais dans la pratique l’instrument de mesure peutêtre incapable
de śeparer deux observations trop proches.
Les ex-aequo qui se présentent simultańement dans plusieurśechantillons sont affectés
d’un rangégalà la moyenne des rangs revenant normalementà ces diff́erentes valeurs.
Par exemple, si les sixième et septième valeurs par ordre croissant sont toutes deuxégales,
les rangs sont conventionnellement :(6+7)/2 = 6.5
Puis la somme des rangs de chaqueéchantillon (ou traitement) est calculée.
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60 Le test des rangs de KRUSKAL-WALLIS : cas d’un facteur

Le test de Kruskal-Wallis d́etermine si les sommes des rangs sont (ou ne sont pas) signi-
ficativement diff́erentes, c’est-à-dire si leśechantillons sont tellement différents qu’il y a
peu de chance qu’ils proviennent de la même distribution (et donc que la probabilité que
les traitements soient identiques est faible).
A partir de ces sommes, on peut ensuite obtenir la valeur :

H =
12

N(N + 1)

t∑
j=1

R2
j

nj

− 3(N + 1)

où
• t = nombre d’́echantillons ;
• nj = nombre d’observations dans lej ème échantillon ;
• N =

∑
j nj, nombre total d’observations ;

• Rj = somme des rangs duj ème échantillon ;
•

∑t
j=1 indique la somme sur lest échantillons.

La pŕesence d’ex-aequo nécessite l’utilisation d’un facteur correctif, la quantité H doit
être diviśee par :

1−
∑

(k(k2 − 1)

N(N2 − 1)

le signe de sommatiońetant relatif aux diff́erentes śeries d’ex-aequo etk désigne le
nombre de termes de ces différentes śeries. Par exemple, si parmi 37 observations il y
a sept śeries de deux ex-aequo et une série de trois ex-aequo, le facteur correctif vaut :

1− 7× 2(22 − 1) + 1× 3(32 − 1)

37(372 − 1)
= 0.9987

Remarque :le facteur correctif est assez proche de 1. Dans cet exemple, il y a 28 valeurs
distinctes.
Pour de petits effectifs, les valeurs tabulées du test de Kruskal-Wallis sont donnéesà la
fin du texte.
Lorsque les effectifs sont plus importants, H est distribué comme une variable chi-deux
avect − 1 ddl. La r̀egle de d́ecision est donc la suivante : siH est égal ou plus grand
que la valeur d’une variable chi-deux avect − 1 ddl au seuil fix́e (5% par exemple), on
rejettera l’hypoth̀ese d’́egalit́e des traitements, au seuil fixé.
Le test est global, c’est̀a dire qu’une diff́erence significative signifie qu’au moins un
traitement est diff́erent. Pour d́etecter une diff́erence entre deux traitements, un test de
comparaison multiple doit̂etre utiliśe.
Par analogie avec la ppds, il est possible de conclure que deux traitements (i et j) seront
significativement diff́erents au seuilα si la quantit́e :

Qij =

∣∣∣Ri

ni
− Rj

nj

∣∣∣√
N(N+1)

12
×

(
1
nj

+ 1
ni

)
est suṕerieurèaz, valeur de la loi normale au seuilα/t(t− 1). Dans l’exemple de la table10.1,
au seuil 5% :α/t(t− 1) = 0.05/6 = 0.0083 et z = 2.394.
La valeurα/t(t− 1) provient du fait que1+2+ · · ·+t = t(t− 1)/2 et que le test est unilatéral.
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10. ANALYSE DE VARIANCE NON PARAM ÉTRIQUE 61

Tableau 10.1 – Comparaison des hauteurs des arbres de trois parcelles de forêts : hauteurs
observ́ees et rangs

Hauteurs Rangs
Parc. 1 Parc. 2 Parc. 3Parc. 1 Parc. 2 Parc. 3
23.4 22.5 18.9 8 5.5 1
24.4 22.9 21.1 12.5 7 2
24.6 23.7 21.2 16.5 10 3
24.9 24.0 22.1 18 11 4
25.0 24.4 22.5 19 12.5 5.5
26.2 24.5 23.6 23 14.5 9
26.3 25.3 24.5 25 20 14.5
26.8 26.0 24.6 29.5 21 16.5
26.8 26.2 26.2 29.5 23 23
26.9 26.4 26.7 31.5 26 27.5
27.0 26.7 33 27.5
27.6 26.9 35 31.5
27.7 27.4 36 34

28.5 37
Totaux 316.5 280.5 106

Nombres d’observations 13 14 10

Exemple 10.1Avec les donńees du tableau10.1, N = 13 + 14 + 10 = 37

H =
12

37(37 + 1)
×

(
316.52

13
+

280.52

14
+

1062

10

)
− 3(37 + 1) = 9.32

Il y a sept śeries de deux ex-aequo et une série de trois ex-aequo, le facteur correcteur a
déjà ét́e calcuĺe. LeH corrigé vaut donc :9.32/0.9987= 9.33
et par comparaison avec la table du chi-deux :

χ2
2(0.95) = 5.99 χ2

2(0.99) = 9.21

l’hypothèse d’identit́e des trois populations-parents est rejetée m̂eme au niveau 1%
Un calcul rapide montre que seuls les traitements 1 et 3 sont significativement différents
au seuil 1% (Q13 = 3.019).

2 Le test de FRIEDMAN : cas de deux facteurs

Ce test permet de décider si les diff́erences observées entret échantillons ŕepartis enp
blocs sont dues au hasard, ou au fait que les traitements sont différents. Ce test s’applique
donc surtout pour les expériences en blocs complètement randomisés.
On commence par remplacer les observations par leur rang. L’opération s’effectue ind́ependamment
pour chaque bloc. Le traitement des ex-aequoà l’intérieur d’un bloc reste le m̂eme que
pour le test de Kruskall-Wallis.
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Puis on calcule :

T =
12

tb(t + 1)

t∑
j=1

R2
j − 3b(t + 1)

où
• t = nombre d’́echantillons ;
• b = nombre de blocs ;
• Rj = somme des rangs duj ème échantillon ;
•

∑t
j=1 indique la somme sur lest échantillons.

Pour un nombre suffisant de blocs ou de traitements,T suit une loi du chi-deux̀a t − 1
ddl. La r̀egle de d́ecision est donc la suivante : siT est plus grand que la valeur chi-
deux avect− 1 ddl au seuil fix́e (5% par exemple), on rejettera l’hypothèse d’́egalit́e des
traitements, au seuil fix́e.
Lorsque les donńees sont peu nombreuses il faut se reporterà la table donńeeà la fin du
texte.
Le test est global, c’est̀a dire qu’une diff́erence significative signifie qu’au moins un
traitement est diff́erent. Pour d́etecter une diff́erence entre deux traitements, un test de
comparaison multiple doit̂etre utiliśe.
Par analogie avec la p.p.d.s., il est possible de conclure que deux traitements (i et j)
seront significativement différents au seuilα si la quantit́e :

|Ri −Rj|√
bt(t+1)

6

est suṕerieureà z, valeur de la loi normale au seuilα/t(t− 1).
Dans l’exemple du tableau10.2, au seuil 5% :α/t(t− 1) = 0.05/20 = 0.0025 et z = 2.807.
On en d́eduit :

T =
12

5× 4× (5 + 1)
× (122 + 152 + 172 + 122 + 42)− 3× 4× (5 + 1) = 9.8

Tableau 10.2 – Comparaison de 5 traitements fongicides : rendements observés et rangs

Traitements Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Bloc 4 Totaux
1 527 604 606 533
2 633 600 650 567
3 642 708 662 504
4 623 550 562 667
5 377 408 500 333
1 2 4 3 3 12
2 4 3 4 4 15
3 5 5 5 2 17
4 3 2 2 5 12
5 1 1 1 1 4
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10. ANALYSE DE VARIANCE NON PARAM ÉTRIQUE 63

ce qui conduit̀a rejeter l’hypoth̀ese d’́egalit́e des traitements au seuil 5%. En effet, pour
b = 4 etn = 5, la valeur critique lue dans la table au seuil 5% est de 7.800.
Un calcul rapide montre que seul les traitements 2 et 3 sont significativement différents
du traitement 5 au seuil 5%.
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Chapitre 11

Corr élation de rangs

1 Introduction

L’un des objectifs classique de la recherche forestière est d’́etudier les liaisons entre
diff érentes variables quantitatives mesurées sur deśechantillons repŕesentatifs d’une po-
pulation donńee. Le but peut̂etre de pŕedire une variable par une autre, de comprendre
le mécanisme d’un ph́enom̀ene, ou simplement de vérifier la pertinence de différents
syst̀emes de mesure. L’outil le plus souvent utilisé pour mesurer la liaison entre deux va-
riables quantitatives est le coefficient de corrélation lińeaire, aussi appelé coefficient de
corŕelation de (Bravais)-Pearson.
Soit deux variables quantitativesX1 et X2 mesuŕees surn individus, X1 prenant les
valeurs(x11, x12, . . . , x1i, . . . , x1n) etX2 prenant les valeurs(x21, x22, . . . , x2i, . . . , x2n).
Le coefficient de corŕelation lińeaire s’́ecrit :

r(X1, X2) =

∑n
i=1(x1i − x̄1)(x2i − x̄2)√∑n

i=1(x1i − x̄1)2
√∑n

i=1(x2i − x̄2)2
=

Cov(X1, X2)

S1S2

(11.1)

Il est facile de voir que−1 ≤ r(X1, X2) ≤ 1.
Ce coefficient mesure la liaison affine entre les deux variables(X1, X2) mais les inf́erences
statistiques sur les coefficients de corrélation de Pearson ne sont valables que sous l’hy-
poth̀ese de normalité des variablesX1 etX2. En pratique pour tester l’hypothèser(X1, X2) =
0, il suffit que l’une des deux variables suive une distribution normale. Si cette hypothèse
n’est pas v́erifiée, il parait pertinent de tester l’indépendance entre(X1, X2) avec un co-
efficient de rangs,̀a condition que ces variables soient continues.

2 Coefficient de corŕelation de rangs de Spearman

C’est la premìere statistique sur les rangs qui aét́e propośee (1904).
Dans un premier temps, les variablesétudíees sont transforḿees en rangs :

(X1, X2) −→ (Y1, Y2)
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66 Coefficient de corŕelation de rangs de Spearman

avecY1 = (1, 2, . . . , n) et Y2 = (1, 2, . . . , n) y1i = j si l’individu i est clasśe le j̀eme

pour la variableX1 et y2i = j si l’individu i est clasśe le j̀eme pour la variableX2 (j =
1, . . . , n).
Par analogie avec l’équation (11.1), le coefficient de corŕelation de rangs de Spearman
s’écrit :

rs(X1, X2) =

∑n
i=1(y1i − ȳ1)(y2i − ȳ2)√∑n

i=1(y1i − ȳ1)2
√∑n

i=1(y2i − ȳ2)2
(11.2)

Il est facile de voir que−1 ≤ rs(X1, X2) ≤ 1.
Ce coefficient de corrélation peut́egalement s’́ecrire en fonction des différences de rangs :
di = y1i − y2i. Après quelques calculs, on obtient l’expression classique :

rs = 1− 6
∑n

i=1 d2
i

n3 − n

L’int ér̂et de cettéecriture ŕeside dans l’expression ders en fonction ded2
i , qui peutêtre

assimiĺe à une distance.
Les valeurs critiques ders sont tabuĺees jusqu’̀an = 30, mais quandn ≥ 10, l’hypothèse
rs = 0 peutêtre test́ee par le test de Student avec :

tn−2 = rs

√
n− 2

1− r2
s

S’il existe des ex-aequo, on a
∑n

i=1(y1i − ȳ1) < n2−n
12

et il faut faire intervenir un terme
de correction dans l’équation (11.2) et l’on a :

n∑
i=1

(yki − ȳk) =
n2 − n

12
−

n∑
i=1

t3ki − tki

12
k = 1, 2

tki est le nombre d’ex aequo au rangi de la variableXk.
Avec le logiciel SAS, l’optionspearmandans la proćedurecorr permet directement de
calculer le coefficient de corrélation de Spearman.
Enfin, il està noter que l’efficacit́e ders est de 91% par rapport aur de Pearson.

Exemple 11.1
Ind. y1 y2 di d2

i

1 2 3 -1 1
2 6 4 2 4
3 5 2 3 9
4 1 1 0 0
5 10 8 2 4
6 9 11 -2 4
7 8 10 -2 4
8 3 6 -3 9
9 4 7 -3 9
10 12 12 0 0
11 7 5 2 4
12 11 9 2 4
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∑
d2

i = 52
rs = 1− 6×52

123−12
= 0.82

• Valeur seuil ders à 5% : 0.506
• valeur seuil ders à 1% : 0.712

t = 0.82
√

12−2
1−0.822 = 4.53 ; significatif à 1% (pour 10 ddl)

3 Coefficient de corŕelation de rangs de Kendall

Ce coefficient est une autre mesure de l’association entre deux variables transformées en
rangs.
Soient deux variables quantitatives transformées en rangs :(X1, X2) −→ (Y1, Y2).
On classe les individus deY1 dans l’ordre croissant des rangs :Y1 = (y(1), y(2), . . . , y(n)).
Pour chaque couple(y2i, y2j) de la variableY2 tel quei < j, on associe la valeur+1 si
y2i < y2j et la valeur−1 si y2i > y2j. La somme desC2

n valeurs est notéeS. Le coefficient
de corŕelation de rangs de Kendall est défini par :

τ =
S

C2
n

=
S

1
2
n(n− 1)

(11.3)

avec des ex aequo, l’expression deτ devient :

τ =
S√

1
2
n(n− 1)− T1

√
1
2
n(n− 1)− T2

avecTk = 1
2

∑
i ti(ti − 1) où ti est le nombre d’ex aequo au rangi pour la variableXk

(k = 1, 2).
Les valeurs critiques deτ sont tabuĺees jusqu’̀an = 10. Pour des effectifs pluśelev́es, on
a :

z =
τ√

2(2n+5)
9n(n−1)

∼ N (0, 1)

L’un des avantages du coefficient de corrélation de Kendall est qu’il permet de calculer
des coefficients de corrélation partielle baśee sur les rangs. On peut, par exemple, calculer
le coefficient de corŕelation entreX1 etX2 en supprimant l’effet d’une variableX3. Dans
ce cas, le coefficient de corrélation partielle de Kendall s’écrit :

τX1X2.X3 =
τX1X2 − τX1X3τX2X3√
1− τ 2

X1X3

√
1− τ 2

X2X3

∼
√

χ2
n

n

Cette quantit́e est parfois appelée coefficientφ.
Pour deux variables(X1, X2) donńees, les valeurs des coefficients de corrélation de Ken-
dall et Spearman sont différentes mais les seuils de significativité des tests sont bien
évidemment identiques.
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Exemple 11.2Classement de quatre produits par deux juges

Produits a b c d
Juge 1 3 4 2 1
Juge 2 3 1 4 2

On classe les produits selon l’ordre défini par le juge 1

Produits d c a b
Juge 1 1 2 3 4
Juge 2 2 4 3 1

Les paires bien classées et mal classées par le juge 2, par rapport au classement du
juge 1 sont comptabiliśees :
• 2 < 4 =⇒ +1
• 2 < 3 =⇒ +1
• 2 > 1 =⇒ −1
• 4 > 3 =⇒ −1
• 4 > 1 =⇒ −1
• 3 > 1 =⇒ −1
d’où S = −2 et τ = S

1
2
n(n−1)

= −2
6

= −0.333

4 Coefficient de concordance de Kendall

Le coefficient de concordance de Kendall permet de mesurer l’association entrek > 2
variables et s’́ecrit :

W =

∑n
i=1(Ri − R̄)2

1
12

k2(n3 − n)
(11.4)

où k est le nombre de variables,n est le nombre d’individus etRi est la somme des rangs
desk variables d́ecrivant l’individui.
Avec des ex aequo, cette expression devient :

W =

∑n
i=1(Ri − R̄)2

1
12

k2(n3 − n)− k
∑n

j=1 Tj

avecTj =
∑

i(t
3
ij−tij)

12
où tij est le nombre d’ex aequo au rangi de la variablej.

Pour de petits effectifs (n < 7), il existe des tables pour tester l’hypothèseW = 0, c’est-
à-dire s’il y a ind́ependance entre les différentes variables. Pour des effectifs plusélev́es,
on a :

k(n− 1)W ∼ χ2
n−1
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Chapitre 12

Tests sur les ŕesidus d’une ŕegression

De nombreux ouvrages très pertinents sur la régression ayant́et́e écrits, nous renvoyons
le lecteur int́eresśe à la bibliographie (voir par exemple Tomassone, 1989 ou Draper et
Smith, 1981).
Comme pour toutes les techniques statistiques, la validité des tests d́epend de certaines
hypoth̀eses qu’il est important de vérifier. Les hypoth̀eses de base de la régression sont
les m̂emes que les hypothèses de l’analyse de variance (voir page47) et les techniques
présent́ees dans le chapitre8 s’appliquent. Le problème sṕecifiqueà la ŕegression le plus
fréquemment observé concerne l’ind́ependance des résidus lorsqu’une relation d’ordre
existe entre les données. Ceci se produit, par exemple, lorsque les données sont mesurées
le long de lignes ou lorsque des inventaires sont réṕet́es tous les ans.
Dans la suite de la section, nous considérerons que la relation d’ordre est le temps.
Il est à noter que si ces tests permettent, par des calculs simples le rejet d’une hypothèse,
ils ne permettent qu’imparfaitement d’imaginer les remèdes qui peuvent̂etre apport́es
pour corriger une anomalie.

1 Test de Durbin-Watson

L’id ée de base de ce test est de calculer un coefficient d’autocorrélation lińeaire de rang 1,
c’est-̀a-dire un coefficient de corrélation entre la valeur du résidus au tempst et la valeur
du ŕesidus au tempst− 1. La statistique de test s’écrit :

d =

∑m
i=2(ei − ei−1)

2∑m
i=1 e2

i

(12.1)

où ei repŕesentent les résidus de la ŕegression etm le nombre d’observations.
Il est possible de montrer qued est compris entre 0 et 4. En effet, l’équation12.1peut se
réécrire :

d = 2− 2

(∑m
i=2 eiei−1∑m

i=1 ei

)
Cette statistique de test n’a de sens que si l’index des valeurs de la régression représente
le temps et si le pas de temps entreei et ei+1 està peu pr̀es constant.
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70 Test des suites

La table des valeurs est un peu plus compliquéeà utiliser que d’habitude. On notera tout
d’abord la pŕesence de deux valeursdinf etdsup pour un seuil de significativité, un nombre
m d’observations et un nombrek de variables explicatives. La procédure de test s’utilise
comme suit :
SoitH0 : il n’y a pas de corŕelation entre les résidus
• test deH1 : il existe une corŕelation positive entre les résidus
• Si d < dinf alors on rejette l’hypoth̀eseH0 au niveauα
• Si d > dsup alors on ne rejette pas l’hypothèseH0 au niveauα
• Si dinf ≤ d ≤ dsup, on ne peut pas conclureà partir du test.

• test deH1 : il existe une corŕelation ńegative entre les résidus
• On n’utilise la m̂eme proćedure que pŕećedemment en replaçantd par(4− d)

• test deH1 : il existe une corŕelation entre les résidus
• Si d < dinf ou (4− d) < dinf on rejetteH0 au niveau2α
• Si d > dsup ou (4− d) > dsup on ne rejette pasH0 au niveau2α
• dans les autres cas on ne peut pas conclure.

Ne pas pouvoir conclure est certes un peu frustrant mais il est difficile d’obtenir une
conclusion dans ce cas et nous ne développerons donc pas ce sujet dans ce paragraphe.

Exemple 12.1A partir des ŕesidus de la ŕegression de 50 hauteurs d’arbresà l’aide
d’une variable explicative (par exemple le diamètre), on trouve une valeur ded = 0.625.
Pour tester l’hypoth̀eseH0 : il n’y a pas de corŕelation entre les ŕesidus contre l’hy-
poth̀eseH1 : il existe une corŕelation entre les ŕesidus, on lit dans la table :dinf = 1.50
etdsup = 1.59 (k = 1 etm = 50)
Comme0.625 < 1.50, l’hypoth̀eseH0 est rejet́ee au seuil2α =10%.

2 Test des suites

Ce test est utiliśe pour v́erifier l’indépendance des observations. Supposons qu’en lançant
20 fois une pìece de monnaie on observe 10 fois de suite le côté pile puis 10 fois de suite
le côté face. Ces ŕesultats sont́etranges car la probabilité de ŕealisation de 2 suites est
certainement faible si la pièce n’est pas truquée.
De même si l’on avait observ́e alternativement des piles et des faces, on pourrait avoir
des doutes sur la qualité de la pìece car le ŕesultat serait trop systématique.
Supposons que les résidus soient ordonnés dans un ordre chronologique et que la séquence
des signes soit la suivante :

+ +−+−−−−+ +−+ ++

On dira qu’il y a 7 suites :

(++)(−)(+)(−−−−)(++)(−)(+ + +)

La statistique de test dépend donc du nombre de piles (n1), du nombre de faces (n2) et du
nombre de suites (r).
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Dans le cas de grandséchantillons, on peut tester, avec une table de loi normale réduite,
la quantit́e :

Z =
r −mr

sr

avec

mr =
2n1n2

n1 + n2

+ 1

sr =

√
2n1n2(2n1n2 − n1 − n2)

(n1 + n2)2(n1 + n2 − 1)

L’application de ce test̀a l’examen des résidus est aiśee. Notons toutefois qu’il ne tient
compte que de leur signe et non pas de leur grandeur.
Pour un nombre de+ et de− donńe, l’hypoth̀ese de ŕepartition aĺeatoire des ŕesidus est
rejet́ee si le nombre de suites ne se situe pas entre les bornes données dans la table.
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Tableau A – Valeur de la loi normale. Probabilité d’avoir une valeur suṕerieure.
z Prob. z Prob. z Prob.

0.00 0.00 1.50 86.64 3.00 99.730
0.05 3.99 1.55 87.89 3.05 99.771
0.10 7.97 1.60 89.04 3.10 99.806
0.15 11.92 1.65 90.11 3.15 99.837
0.20 15.85 1.70 91.09 3.20 99.863

0.25 19.74 1.75 91.99 3.25 99.885
0.30 23.58 1.80 92.81 3.30 99.903
0.35 27.37 1.85 93.57 3.35 99.919
0.40 31.08 1.90 94.26 3.40 99.933
0.45 34.73 1.95 94.88 3.45 99.944

0.50 38.29 2.00 95.45 3.50 99.953
0.55 41.77 2.05 95.96 3.55 99.961
0.60 45.15 2.10 96.43 3.60 99.968
0.65 48.43 2.15 96.84 3.65 99.974
0.70 51.61 2.20 97.22 3.70 99.978

0.75 54.67 2.25 97.56 3.75 99.982
0.80 57.63 2.30 97.86 3.80 99.986
0.85 60.47 2.35 98.12 3.85 99.988
0.90 63.19 2.40 98.36 3.90 99.990
0.95 65.79 2.45 98.57 3.95 99.992

1.00 68.27 2.50 98.76 4.00 99.9937
1.05 70.63 2.55 98.92 4.05 99.9949
1.10 72.87 2.60 99.07 4.10 99.9959
1.15 74.99 2.65 99.20 4.15 99.9967
1.20 76.99 2.70 99.31 4.20 99.9973

1.25 78.87 2.75 99.40 4.25 99.9979
1.30 80.64 2.80 99.49 4.30 99.9983
1.35 82.30 2.85 99.56 4.35 99.9986
1.40 83.85 2.90 99.63 4.40 99.9989
1.45 85.29 2.95 99.68 4.45 99.9991
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Tableau B – Valeurs critiques de la distribution du chi-deux
DDL 99% 95% 90% 70% 50% 30% 10% 5% 1%

1 0.0002 0.003 0.02 0.15 0.46 1.07 2.71 3.84 6.64
2 0.02 0.10 0.21 0.71 1.39 2.41 4.60 5.99 9.21
3 0.12 0.35 0.58 1.42 2.37 3.67 6.25 7.82 11.34
4 0.30 0.71 1.06 2.20 3.36 4.88 7.78 9.49 13.28
5 0.55 1.14 1.61 3.00 4.35 6.06 9.24 11.07 15.09

6 0.87 1.64 2.20 3.83 5.35 7.23 10.65 12.59 16.81
7 1.24 2.17 2.83 4.67 6.35 8.38 12.02 14.07 18.48
8 1.65 2.73 3.49 5.53 7.34 9.52 13.36 15.51 20.09
9 2.09 3.33 4.17 6.39 8.34 10.66 14.68 16.92 21.67
10 2.56 3.94 4.86 7.27 9.34 11.78 15.99 18.31 23.21

11 3.05 4.58 5.58 8.15 10.34 12.90 17.28 19.68 24.73
12 3.57 5.23 6.30 9.03 11.34 14.01 18.55 21.03 26.22
13 4.11 5.89 7.04 9.93 12.34 15.12 19.81 22.36 27.69
14 4.66 6.57 7.79 10.82 13.34 16.22 21.06 23.69 29.14
15 5.23 7.26 8.55 11.72 14.34 17.32 22.31 25.00 30.58

16 5.81 7.96 9.31 12.62 15.34 18.42 23.54 26.30 32.00
17 6.41 8.67 10.09 13.53 16.34 19.51 24.77 27.59 33.41
18 7.00 9.39 10.87 15.44 17.34 20.60 25.99 28.87 34.81
19 7.63 10.12 11.65 15.35 18.34 21.69 27.20 30.14 36.19
20 8.26 10.85 12.44 16.27 19.34 22.78 28.41 31.41 37.57

22 9.54 12.34 14.04 18.10 21.34 24.94 30.81 33.92 40.29
24 10.86 13.85 15.66 19.94 23.34 27.10 33.20 36.42 42.98
26 12.20 15.38 17.29 21.79 25.34 29.25 35.56 38.89 45.64
28 13.57 16.93 18.94 23.65 27.34 31.39 37.92 41.34 48.28
30 14.95 18.49 20.60 25.51 29.34 33.53 40.26 43.77 50.89

32 16.36 20.07 22.27 27.37 31.34 35.67 42.59 46.19 53.49
34 17.79 21.66 23.95 29.24 33.34 37.80 44.90 48.60 56.06
36 19.23 23.27 25.64 31.11 35.34 39.92 47.21 51.00 58.62
38 20.69 24.88 27.34 32.99 37.34 42.04 49.51 53.38 61.16
40 22.16 26.51 29.05 34.87 39.34 44.17 51.81 55.76 63.69
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Tableau C – Valeur de la loit de Student. Probabilité d’avoir une valeur suṕerieure quel
que soit le signe
Degŕes de 50% 70% 90% 95% 99%

Liberté
1 1.00 1.96 6.31 12.71 63.66
2 0.82 1.39 2.92 4.30 9.92
3 0.76 1.25 2.35 3.18 5.84
4 0.74 1.19 2.13 2.78 4.60
5 0.73 1.16 2.02 2.57 4.02
6 0.72 1.13 1.94 2.45 3.71
7 0.71 1.12 1.90 2.37 3.50
8 0.71 1.11 1.86 2.31 3.36
9 0.70 1.10 1.83 2.26 3.25
10 0.70 1.09 1.81 2.23 3.17
11 0.70 1.09 1.80 2.20 3.11
12 0.70 1.08 1.78 2.18 3.06
13 0.69 1.08 1.77 2.16 3.01
14 0.69 1.08 1.76 2.14 2.98
15 0.69 1.07 1.75 2.13 2.95
16 0.69 1.07 1.75 2.12 2.92
17 0.69 1.07 1.74 2.11 2.90
18 0.69 1.07 1.73 2.10 2.88
19 0.69 1.07 1.73 2.09 2.86
20 0.69 1.06 1.72 2.09 2.84
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Tableau D – Seuil̀a 5% de la distributionF de Fisher.
f2

f1 1 2 3 4 5 6 8 12 24 >25
1 161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 238.9 243.9 249.0 254.3
2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.37 19.41 19.45 19.50
3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.84 8.74 8.64 8.53
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.04 5.91 5.77 5.63
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.82 4.68 4.53 4.36

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.15 4.00 3.84 3.67
7 5.59 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.73 3.57 3.41 3.23
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.44 3.28 3.12 2.93
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.23 3.07 2.90 2.71
10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.07 2.91 2.74 2.54

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 2.95 2.79 2.61 2.40
12 4.75 3.88 3.49 3.26 3.11 3.00 2.85 2.69 2.50 2.30
13 4.67 3.80 3.41 3.18 3.02 2.92 2.77 2.60 2.42 2.21
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.70 2.53 2.35 2.13
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.64 2.48 2.29 2.07

16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.59 2.42 2.24 2.01
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.55 2.38 2.19 1.96
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.51 2.34 2.15 1.92
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.48 2.31 2.11 1.88
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.45 2.28 2.08 1.84

21 4.32 3.47 3.07 2.84 2.68 2.57 2.42 2.25 2.05 1.81
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.40 2.23 2.03 1.78
23 4.28 3.42 3.03 2.08 2.64 2.53 2.38 2.20 2.00 1.76
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.36 2.18 1.98 1.73
25 4.24 3.38 2.99 2.76 2.60 2.49 2.34 2.16 1.96 1.71

26 4.22 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.32 2.15 1.95 1.69
27 4.21 3.35 2.96 2.73 2.57 2.46 2.30 2.13 1.93 1.67
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.44 2.29 2.12 1.91 1.65
29 4.18 3.33 2.93 2.70 2.54 2.43 2.28 2.10 1.90 1.64
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.27 2.09 1.89 1.62

40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.18 2.00 1.79 1.51
60 4.00 3.15 2.76 2.52 2.37 2.25 2.10 1.92 1.70 1.39
120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.17 2.02 1.83 1.61 1.25

>120 3.84 2.99 2.60 2.37 2.21 2.10 1.94 1.75 1.52 1.00
f1 correspond aux degrés de libert́e de la plus grande variance.
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Tableau E – Seuil̀a 1% de la distributionF de Fisher.
f2

f1 1 2 3 4 5 6 8 12 24 >25
1 4052. 4999. 5403. 5625. 5764. 5859. 5982. 6106. 6234. 6366.
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.37 99.42 99.46 99.50
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.49 27.05 26.60 26.12
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.80 14.37 13.93 13.46
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.29 9.89 9.47 9.02

6 13.74 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.10 7.72 7.31 6.88
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.84 6.47 6.07 5.65
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.03 5.67 5.28 4.86
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.47 5.11 4.73 4.31
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.06 4.71 4.33 3.91

11 9.65 7.20 6.22 5.67 5.32 5.07 4.74 4.40 4.02 3.60
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.50 4.16 3.78 3.36
13 9.07 6.70 5.74 5.20 4.86 4.62 4.30 3.96 3.59 3.16
14 8.86 6.51 5.56 5.03 4.69 4.46 4.14 3.80 3.43 3.00
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.00 3.67 3.29 2.87

16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 3.89 3.55 3.18 2.75
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.79 3.45 3.08 2.65
18 8.28 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.71 3.37 3.00 2.57
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.63 3.30 2.92 2.49
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.56 3.23 2.86 2.42

21 8.02 5.78 4.87 4.37 4.04 3.81 3.51 3.17 2.80 2.36
22 7.94 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.45 3.12 2.75 2.31
23 7.88 5.66 4.76 4.26 3.94 3.71 3.41 3.07 2.70 2.26
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.36 3.03 2.66 2.21
25 7.77 5.57 4.68 4.18 3.86 3.63 3.32 2.99 2.62 2.17

26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.29 2.96 2.58 2.13
27 7.68 5.49 4.60 4.11 3.78 3.56 3.26 2.93 2.55 2.10
28 7.64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.23 2.90 2.52 2.06
29 7.60 5.42 4.54 4.04 3.73 3.50 3.20 2.87 2.49 2.03
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.17 2.84 2.47 2.01

40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 2.99 2.66 2.29 1.80
60 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.82 2.50 2.12 1.60
120 6.85 4.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.66 2.34 1.95 1.38

>120 6.64 4.60 3.78 3.32 3.02 2.80 2.51 2.18 1.79 1.00
f1 correspond aux degrés de libert́e de la plus grande variance.
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Tableau F – Valeurs critiques pour le test de Kruskal-Wallis

t = 3 t = 4 t = 5
Taille des
échantillons

5% 1% Taille des
échantillons

5% 1% Taille des
échantillons

5% 1%

2 2 2 - - 2 2 1 1 - - 2 2 1 1 1 - -
3 2 1 - - 2 2 2 1 5.679 - 2 2 2 1 1 6.750 -
3 2 2 4.714 - 2 2 2 2 6.167 6.667 2 2 2 2 1 7.133 7.533
3 3 1 5.143 - 3 1 1 1 - - 2 2 2 2 2 7.418 8.291
3 3 2 5.361 - 3 2 1 1 - - 3 1 1 1 1 - -
3 3 3 5.600 7.200 3 2 2 1 5.833 - 3 2 1 1 1 6.583 -
4 2 1 - - 3 2 2 2 6.333 7.133 3 2 2 1 1 6.800 7.600
4 2 2 5.333 - 3 3 1 1 6.333 - 3 2 2 2 1 7.309 8.127
4 3 1 5.208 - 3 3 2 1 6.244 7.200 3 2 2 2 2 7.682 8.682
4 3 2 5.444 6.444 3 3 2 2 6.527 7.636 3 3 1 1 1 7.111 -
4 3 3 5.791 6.745 3 3 3 1 6.600 7.400 3 3 2 1 1 7.200 8.073
4 4 1 4.967 6.667 3 3 3 2 6.727 8.015 3 3 2 2 1 7.591 8.576
4 4 2 5.455 7.036 4 3 3 3 7.000 8.538 3 3 2 2 2 7.910 9.115
4 4 3 5.598 7.144 4 1 1 1 - - 3 3 3 1 1 7.576 8.424
4 4 4 5.692 7.654 4 2 1 1 5.833 - 3 3 3 2 1 7.769 9.051
5 2 1 5.000 - 4 2 2 1 6.133 7.000 3 3 3 2 2 8.044 9.505
5 2 2 5.160 6.533 4 2 2 2 6.545 7.391 3 3 3 3 1 8.000 9.451
5 3 1 4.960 - 4 3 1 1 6.178 7.067 3 3 3 3 2 8.200 9.876
5 3 2 5.251 6.909 4 3 2 1 6.309 7.455 3 3 3 3 3 8.333 10.20
5 3 3 5.648 7.079 4 3 2 2 6.621 7.871
5 4 1 4.985 6.955 4 3 3 1 6.545 7.758
5 4 2 5.273 7.205 4 3 3 2 6.795 8.333
5 4 3 5.656 7.445 4 3 3 3 6.984 8.659
5 4 4 5.657 7.760 4 4 1 1 5.945 7.909
5 5 1 5.127 7.309 4 4 2 1 6.386 7.909
5 5 2 5.338 7.338 4 4 2 2 6.731 8.346
5 5 3 5.705 7.578 4 4 3 1 6.635 8.231
5 5 4 5.666 7.823 4 4 3 2 6.874 8.621
5 5 5 5.780 8.000 4 4 3 3 7.038 8.876
6 1 1 - - 4 4 4 1 6.725 8.588
6 2 1 4.822 - 4 4 4 2 6.957 8.871
6 2 2 5.345 6.655 4 4 4 3 7.142 9.075
6 3 1 4.855 6.873 4 4 4 4 7.235 9.287
6 3 2 5.348 6.970
6 3 3 5.615 7.410
6 4 1 4.947 7.106
6 4 2 5.340 7.340
6 4 3 5.610 7.500
6 4 4 5.681 7.795
6 5 1 4.990 7.182
6 5 2 5.338 7.376
6 5 3 5.602 7.590
6 5 4 5.661 7.936
6 5 5 5.729 8.028
6 6 1 4.945 7.121
6 6 2 5.410 7.467
6 6 3 5.625 7.725
6 6 4 5.724 8.000
6 6 5 5.765 8.124
6 6 6 5.801 8.222
7 7 7 5.819 8.378
8 8 8 5.805 8.465bar-hen.net
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Tableau G – Valeurs critiques pour le test de Friedman

b = 3 b = 4 b = 5 b = 6
t 5% 1% t 5% 1% t 5% 1% t 5% 1%
2 - - 2 6.000 - 2 7.600 8.000 2 9.357 9.929
3 6.000 - 3 7.400 9.000 3 8.533 10.13 3 9.857 11.76
4 6.500 8.000 4 7.800 9.600 4 8.800 11.20 4 10.39 12.82
5 6.400 8.400 5 7.800 9.960 5 8.960 11.68
6 7.000 9.000 6 7.600 10.20 6 9.067 11.87
7 7.143 8.857 7 7.800 10.54 7 9.143 12.11
8 6.250 9.000 8 7.650 10.50 8 9.200 12.30
9 6.222 9.556 9 7.667 10.73 9 9.244 12.44
10 6.200 9.600 10 7.680 10.68
11 6.545 9.455 11 7.691 10.75
12 6.500 9.500 12 7.700 10.80
13 6.615 9.385 13 7.800 10.85
14 6.143 9.143 14 7.714 10.89
15 6.400 8.933 15 7.720 10.92
16 6.500 9.375 16 7.800 10.95
17 6.118 9.294 17 7.800 11.05
18 6.333 9.000 18 7.733 10.93
19 6.421 9.579 19 7.863 11.02
20 6.300 9.300 20 7.800 11.10
21 6.095 9.238 21 7.800 11.06
22 6.091 9.091 22 7.800 11.07
23 6.348 9.391
24 6.250 9.250
25 6.080 8.960
26 6.077 9.308
27 6.000 9.407
28 6.500 9.214
29 6.276 9.172
30 6.200 9.267
31 6.000 9.290
32 6.063 9.250
33 6.061 9.152
34 6.059 9.176
35 6.171 9.314
36 6.167 9.389
37 6.054 9.243
38 6.158 9.053
39 6.000 9.282
40 6.050 9.150
41 6.195 9.366
42 6.143 9.190
43 6.186 9.256
44 6.318 9.136
45 6.178 9.244
46 6.043 9.435
47 6.128 9.319
48 6.167 9.125
49 6.041 9.184
50 6.040 9.160
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Tableau H – Valeurs critiques pour le coefficient de corrélation rs de Spearman (test
unilat́eral)

Niveau de significativit́e
N 0.05 0.01
4 1.00
5 .900 1.000
6 .829 .943
7 .714 .893
8 .643 .833
9 .600 .783
10 .564 .746
12 .506 .712
14 .456 .645
16 .425 .601
18 .399 .564
20 .377 .534
22 .359 .508
24 .343 .485
26 .329 .465
28 .317 .448
30 .306 .432
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Tableau I – Probabilit́es associées au coefficient de corrélationτ de Kendall

N N
τ 4 5 8 9 τ 6 7 10
0 .625 .592 .548 .540 1 .500 .500 .500
2 .375 .408 .452 .460 3 .360 .386 .431
4 .167 .242 .360 .381 5 .235 .281 .364
6 .042 .117 .274 .306 7 .136 .191 .300
8 .042 .199 .238 9 .068 .119 .242
10 .0083 .138 .179 11 .028 .068 .190
12 .089 .130 13 .0083 .035 .146
14 .054 .090 15 .0014 .015 .108
16 .031 .060 17 .0054 .078
18 .016 .038 19 .0014 .054
20 .0071 .022 21 .00020 .036
22 .0028 .012 23 .023
24 .00087 .0063 25 .014
26 .00019 .0029 27 .0083
28 .000025 .0012 29 .0046
30 .00043 31 .0023
32 .00012 33 .0011
34 .000025 35 .00047
36 .0000028 37 .00018

39 .000058
41 .000015
43 .0000028
45 .00000028
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Tableau J – Valeurs critiques pour le coefficient de concordance de Kendall

N
k 3 4 5 6 7

Valeurs au seuil 5%
3 64.4 103.9 157.3
4 49.5 88.4 143.3 217.0
5 62.6 112.3 182.4 276.2
6 75.7 136.1 221.4 335.2
8 48.1 101.7 183.7 299.0 453.1
10 60.0 127.8 231.2 376.7 571.0
15 89.8 192.9 349.8 570.5 864.9
20 119.7 258.0 468.5 764.4 1158.7

Valeurs au seuil 1%
3 75.6 122.8 185.6
4 61.4 109.3 176.2 265.0
5 80.5 142.8 229.4 343.8
6 99.5 176.1 282.4 422.6
8 66.8 137.4 242.7 388.3 579.9
10 85.1 175.3 309.1 494.0 737.0
15 131.0 269.8 475.2 758.2 1129.5
20 177.0 364.2 641.2 1022.2 1521.9
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Tableau K – Valeurs critiques du test de Newman et Keuls au seuil 5%

k
p 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2 6.08 8.33 9.8 10.88 11.74 12.44 13.03 13.54 13.99 14.39 14.75 15.08 15.38 15.65 15.91 16.14 16.37 16.57 16.77
3 4.50 5.91 6.82 7.50 8.04 8.48 8.885 9.18 9.46 9.72 9.95 10.15 10.35 10.52 10.69 10.84 10.98 11.11 11.24
4 3.93 5.04 5.76 6.29 6.71 7.05 7.35 7.60 7.83 8.03 8.21 8.37 8.52 8.66 8.79 8.91 9.03 9.13 9.23
5 3.64 4.60 5.22 5.67 6.03 6.33 6.58 6.80 6.99 7.17 7.32 7.47 7.60 7.72 7.83 7.93 8.03 8.12 8.21
6 3.46 4.34 4.90 5.30 5.63 5.90 6.12 6.32 6.49 6.65 6.79 6.92 7.03 7.14 7.24 7.34 7.43 7.51 7.59
7 3.34 4.16 4.68 5.06 5.36 5.61 5.82 6.00 6.16 6.30 6.43 6.55 6.66 6.76 6.85 6.94 7.02 7.10 7.17
8 3.26 4.04 4.53 4.89 5.17 5.40 5.60 5.77 5.92 6.05 6.18 6.29 6.39 6.48 6.57 6.65 6.73 6.80 6.87
9 3.20 3.95 4.41 4.76 5.02 5.24 5.43 5.59 5.74 5.87 5.98 6.09 6.19 6.28 6.36 6.44 6.51 6.58 6.64
10 3.15 3.88 4.33 4.64 4.91 5.12 5.30 5.46 5.60 5.72 5.83 5.93 6.03 6.11 6.19 6.27 6.34 6.40 6.47
11 3.11 3.82 4.26 4.57 4.82 5.03 5.20 5.35 5.49 5.61 5.71 5.81 5.90 5.98 6.06 6.13 6.20 6.27 6.33
12 3.08 3.77 4.20 4.51 4.75 4.95 5.12 5.27 5.39 5.51 5.61 5.71 5.80 5.88 5.95 6.02 6.09 6.15 6.21
13 3.06 3.73 4.15 4.45 4.69 4.88 5.05 5.19 5.32 5.43 5.53 5.63 5.71 5.79 5.86 5.93 5.99 6.05 6.11
14 3.03 3.70 4.11 4.41 4.64 4.83 4.99 5.13 5.25 5.36 5.46 5.55 5.64 5.71 5.79 5.85 5.91 5.97 6.03
15 3.01 3.67 4.08 4.37 4.59 4.78 4.94 5.08 5.20 5.31 5.40 5.49 5.57 5.65 5.72 5.78 5.85 5.90 5.96
16 3.00 3.65 4.05 4.33 4.56 4.74 4.90 5.03 5.15 5.26 5.35 5.44 5.52 5.59 5.66 5.73 5.79 5.84 5.90
17 2.98 3.63 4.02 4.30 4.52 4.70 4.86 4.99 5.11 5.21 5.31 5.39 5.47 5.54 5.61 5.67 5.73 5.79 5.84
18 2.97 3.61 4.00 4.28 4.49 4.67 4.82 4.96 5.07 5.17 5.27 5.35 5.43 5.50 5.57 5.63 5.69 5.74 5.79
19 2.96 3.59 3.98 4.25 4.47 4.65 4.79 4.92 5.04 5.14 5.23 5.31 5.39 5.46 5.53 5.59 5.65 5.70 5.75
20 2.95 3.58 3.96 4.23 4.45 4.62 4.77 4.90 5.01 5.11 5.20 5.28 5.36 5.43 5.49 5.55 5.61 5.66 5.71
24 2.92 3.53 3.90 4.17 4.37 4.54 4.68 4.81 4.92 5.01 5.10 5.18 5.25 5.32 5.38 5.44 5.49 5.55 5.59
30 2.89 3.49 3.85 4.10 4.30 4.46 4.60 4.72 4.82 4.92 5.00 5.08 5.15 5.21 5.27 5.33 5.38 5.43 5.47
40 2.86 3.44 3.79 4.04 4.23 4.39 4.52 4.63 4.73 4.82 4.90 4.98 5.04 5.11 5.16 5.22 5.27 5.31 5.36
60 2.83 3.40 3.74 3.98 4.16 4.31 4.44 4.55 4.64 4.73 4.81 4.88 4.94 5.00 5.06 5.11 5.15 5.20 5.24
120 2.80 3.36 3.68 3.92 4.10 4.24 4.36 4.47 4.56 4.64 4.71 4.78 4.84 4.90 4.95 5.00 5.04 5.09 5.13
∞ 2.77 3.31 3.63 3.86 4.03 4.17 4.29 4.39 4.47 4.55 4.62 4.68 4.74 4.80 4.85 4.89 4.93 4.97 5.01

p : nombre de populations

k : nombre de degrés de libert́e
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Tableau L – Valeurs critiques du test de Duncan au seuil 5%

k
p 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

2 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09
3 4.50 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52 4.52
4 3.93 4.01 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03 4.03
5 3.64 3.75 3.80 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81 3.81
6 3.46 3.59 3.65 3.68 3.69 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70 3.70
7 3.34 3.48 3.55 3.59 3.61 3.62 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63 3.63
8 3.26 3.40 3.48 3.52 3.55 3.57 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58 3.58
9 3.20 3.34 3.42 3.47 3.50 3.52 3.54 3.54 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55 3.55
10 3.15 3.30 3.38 3.43 3.47 3.49 3.51 3.52 3.52 3.53 3.53 3.53 3.53 3.53 3.53 3.53 3.53 3.53 3.53
11 3.11 3.26 3.34 3.40 3.44 3.46 3.48 3.49 3.50 3.51 3.51 3.51 3.51 3.51 3.51 3.51 3.51 3.51 3.51
12 3.08 3.23 3.31 3.37 3.41 3.44 3.46 3.47 3.48 3.49 3.50 3.50 3.50 3.50 3.50 3.50 3.50 3.50 3.50
13 3.06 3.20 3.29 3.49 3.39 3.42 3.44 3.46 3.47 3.48 3.48 3.49 3.49 3.49 3.49 3.49 3.49 3.49 3.49
14 3.03 3.18 3.27 3.33 3.37 3.40 3.43 3.44 3.46 3.47 3.48 3.48 3.48 3.48 3.49 3.49 3.49 3.49 3.49
15 3.01 3.16 3.25 3.31 3.34 3.39 3.41 3.43 3.45 3.46 3.47 3.47 3.48 3.48 3.48 3.48 3.48 3.48 3.48
16 3.00 3.14 3.24 3.30 3.34 3.38 3.40 3.42 3.44 3.45 3.46 3.47 3.47 3.47 3.48 3.48 3.48 3.48 3.48
17 2.99 3.13 3.22 3.29 3.33 3.37 3.39 3.41 3.43 3.44 3.45 3.46 3.47 3.47 3.47 3.48 3.48 3.48 3.48
18 2.97 3.12 3.21 3.28 3.32 3.36 3.38 3.41 3.42 3.44 3.45 3.45 3.46 3.47 3.47 3.47 3.47 3.47 3.47
19 2.96 3.11 3.20 3.27 3.31 3.35 3.38 3.40 3.42 3.43 3.44 3.45 3.46 3.46 3.47 3.47 3.47 3.47 3.47
20 2.96 3.01 3.19 3.26 3.30 3.34 3.37 3.39 3.41 3.42 3.44 3.45 3.45 3.46 3.46 3.47 3.47 3.47 3.47
24 2.92 3.01 3.16 3.23 3.28 3.32 3.35 3.38 3.39 3.41 3.42 3.43 3.44 3.45 3.46 3.46 3.47 3.47 3.47
30 2.89 3.04 3.13 3.20 3.25 3.29 3.32 3.35 3.37 3.39 3.41 3.42 3.43 3.44 3.45 3.46 3.46 3.47 3.47
40 2.86 3.01 3.10 3.17 3.22 3.27 3.30 3.33 3.35 3.37 3.39 3.41 3.42 3.43 3.44 3.45 3.46 3.46 3.46
60 2.83 2.98 3.07 3.14 3.20 3.24 3.28 3.31 3.33 3.36 3.37 3.39 3.41 3.42 3.42 3.44 3.45 3.46 3.46
120 2.80 2.95 3.05 3.12 3.17 3.22 3.25 3.29 3.31 3.34 3.36 3.38 3.40 3.41 3.42 3.44 3.45 3.46 3.70
∞ 2.77 2.92 3.02 3.09 3.15 3.19 3.23 3.27 3.29 3.32 3.34 3.36 3.38 3.40 3.41 3.43 3.44 3.45 3.46

p : nombre de populations

k : nombre de degrés de libert́e
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Tableau M – Valeurs critiques du test de Dunett au seuil 5%
k

p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15 20
5 2.57 3.03 3.29 3.48 3.62 3.73 3.82 3.90 3.97 4.03 4.09 4.14 4.26 4.42
6 2.45 2.86 3.10 3.26 3.39 3.49 3.57 3.64 3.71 3.76 3.81 3.86 3.97 4.11
7 2.36 2.75 2.97 3.12 3.24 3.33 3.41 3.47 3.53 3.58 3.63 3.67 3.78 3.91
8 2.31 2.67 2.88 3.02 3.13 3.22 3.29 3.35 3.41 3.46 3.50 3.54 3.64 3.76
9 2.26 2.61 2.81 2.95 3.05 3.14 3.20 3.26 3.32 3.36 3.40 3.44 3.53 3.65
10 2.23 2.57 2.76 2.89 2.99 3.07 3.14 3.19 3.24 3.29 3.33 3.36 3.45 3.57
11 2.20 2.53 2.72 2.84 2.94 3.02 3.08 3.14 3.19 3.23 3.27 3.30 3.39 3.50
12 2.18 2.50 2.68 2.81 2.90 2.98 3.04 3.09 3.14 3.18 3.22 3.25 3.34 3.45
13 2.16 2.48 2.65 2.78 2.87 2.94 3.00 3.06 3.10 3.14 3.18 3.21 3.29 3.40
14 2.14 2.46 2.63 2.75 2.84 2.94 2.97 3.02 3.07 3.11 3.14 3.18 3.26 3.36
15 2.13 2.44 2.61 2.73 2.82 2.89 2.95 3.00 3.04 3.08 3.12 3.15 3.23 3.33
16 2.12 2.42 2.59 2.71 2.80 2.87 2.91 2.97 3.02 3.06 3.09 3.12 3.20 3.30
17 2.11 2.41 2.58 2.69 2.78 2.85 2.90 2.95 3.00 3.03 3.07 3.10 3.18 3.27
18 2.10 2.40 2.45 2.68 2.76 2.83 2.89 2.94 2.98 3.01 3.05 3.08 3.16 3.25
19 2.09 2.39 2.55 2.66 2.75 2.81 2.87 2.92 2.96 3.00 3.03 3.06 3.14 3.23
20 2.09 2.38 2.54 2.65 2.73 2.80 2.86 2.90 2.95 2.98 3.02 3.05 3.12 3.22
24 2.06 2.35 2.51 2.61 2.70 2.76 2.81 2.86 2.90 2.94 2.97 3.00 3.07 3.16
30 2.04 2.32 2.47 2.58 2.66 2.72 2.77 2.82 2.86 2.89 2.92 2.95 3.02 3.11
40 2.02 2.29 2.44 2.54 2.62 2.68 2.73 2.77 2.81 2.85 2.87 2.90 2.97 3.06
60 2.00 2.27 2.41 2.51 2.58 2.64 2.69 2.73 2.77 2.80 2.83 2.86 2.92 3.00
120 1.98 2.24 2.38 2.47 2.55 2.60 2.65 2.69 2.73 2.76 2.79 2.81 2.87 2.95
∞ 1.96 2.21 2.35 2.44 2.51 2.57 2.61 2.65 2.69 2.72 2.74 2.77 2.83 2.91

p : nombre de populations

k : nombre de degrés de libert́e
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Tableau N – Valeurs des scores normauxan(i)

i
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0.7071 0.7071 0.6872 0.6646 0.6431 0.6233 0.6052 0.5888 0.5739
2 0.0000 0.1677 0.2413 0.2806 0.3031 0.3164 0.6244 0.3291
3 0.0000 0.0875 0.1401 0.1743 0.1976 0.2141
4 0.0000 0.0561 0.0947 0.1224
5 0.0000 0.0399

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 0.5601 0.5475 0.5359 0.5251 0.5150 0.5056 0.4968 0.4886 0.4808 0.4734
2 0.3315 0.3325 0.3325 0.3318 0.3306 0.3290 0.3273 0.3253 0.3232 0.3211
3 0.2260 0.2347 0.2412 0.2460 0.2495 0.2521 0.2540 0.2553 0.2561 0.2565
4 0.1429 0.1586 0.1707 0.1802 0.1878 0.1939 0.1988 0.2027 0.2059 0.2085
5 0.0695 0.0922 0.1099 0.1240 0.1353 0.1447 0.1524 0.1587 0.1641 0.1686
6 0.0000 0.0303 0.0539 0.0727 0.0880 0.1005 0.1109 0.1197 0.1271 0.1334
7 0.0000 0.0240 0.0433 0.0593 0.0725 0.0837 0.0932 0.1013
8 0.0000 0.0196 0.0359 0.0496 0.0612 0.0711
9 0.0000 0.0163 0.0303 0.0422
10 0.0000 0.0140

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 0.4643 0.4593 0.4552 0.4493 0.4450 0.4407 0.4366 0.4328 0.4291 0.4254
2 0.3185 0.3156 0.3126 0.3098 0.3069 0.3043 0.3018 0.2992 0.2968 0.2944
3 0.2578 0.2571 0.2561 0.2554 0.2543 0.2533 0.2522 0.2510 0.2499 0.2487
4 0.2119 0.2131 0.2139 0.2145 0.2148 0.2151 0.2152 0.2151 0.2150 0.2148
5 0.1736 0.1764 0.1787 0.1807 0.1822 0.1836 0.1848 0.1857 0.1864 0.1870
6 0.1399 0.1443 0.1480 0.1512 0.1539 0.1563 0.1584 0.1601 0.1616 0.1630
7 0.1092 0.1150 0.1201 0.1245 0.1283 0.1316 0.1346 0.1372 0.1395 0.1415
8 0.0804 0.0878 0.0941 0.0997 0.1046 0.1089 0.1128 0.1162 0.1192 0.1219
9 0.0530 0.0618 0.0696 0.0764 0.0823 0.0876 0.0923 0.0965 0.1002 0.1036
10 0.0263 0.0368 0.0459 0.0539 0.0610 0.0672 0.0728 0.0778 0.0822 0.0962
11 0.0000 0.0122 0.0228 0.0321 0.0403 0.0476 0.0540 0.0598 0.0650 0.0697
12 0.0000 0.0107 0.0200 0.0284 0.0358 0.0424 0.0483 0.0537
13 0.0000 0.0094 0.0178 0.0253 0.0320 0.0381
14 0.0000 0.0084 0.0159 0.0227
15 0.0000 0.0076

an(i) = E(X(i)) où X(i) est laième observation ordonńee d’unéchantillon de taillen
extrait de la loiN (0, 1) :

X(1) ≤ · · · ≤ X(i−1) ≤ X(i) ≤ X(i+1) ≤ · · · ≤ X(n)
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Tableau O – Valeur critique du test de Shapiro-Wilks
n 0.01 0.02 0.05 0.10 0.50 0.90 0.95 0.98 0.99
3 0.753 0.756 0.767 0.789 0.959 0.998 0.999 1.000 1.000
4 0.687 0.707 0.748 0.792 0.935 0.987 0.992 0.996 0.997
5 0.686 0.715 0.762 0.806 0.927 0.979 0.986 0.991 0.993
6 0.713 0.743 0.788 0.826 0.927 0.974 0.981 0.986 0.989
7 0.730 0.760 0.803 0.838 0.928 0.972 0.979 0.985 0.988
8 0.749 0.778 0.818 0.851 0.932 0.972 0.978 0.984 0.987
9 0.764 0.791 0.829 0.859 0.935 0.972 0.978 0.984 0.986
10 0.781 0.806 0.842 0.869 0.938 0.972 0.978 0.983 0.986
11 0.792 0.817 0.850 0.876 0.940 0.973 0.979 0.984 0.986
12 0.805 0.828 0.859 0.883 0.943 0.973 0.979 0.984 0.986
13 0.814 0.837 0.866 0.889 0.945 0.974 0.979 0.984 0.986
14 0.825 0.846 0.874 0.895 0.947 0.975 0.980 0.984 0.986
15 0.835 0.855 0.881 0.901 0.950 0.975 0.980 0.984 0.987
16 0.844 0.863 0.887 0.906 0.952 0.976 0.981 0.985 0.987
17 0.851 0.869 0.892 0.910 0.954 0.977 0.981 0.985 0.987
18 0.858 0.874 0.897 0.914 0.956 0.978 0.982 0.986 0.988
19 0.863 0.879 0.901 0.917 0.957 0.978 0.982 0.986 0.988
20 0.868 0.884 0.905 0.920 0.959 0.979 0.983 0.986 0.988
21 0.873 0.888 0.908 0.923 0.960 0.870 0.983 0.987 0.989
22 0.878 0.892 0.911 0.926 0.961 0.980 0.984 0.987 0.989
23 0.881 0.895 0.914 0.925 0.962 0.981 0.984 0.987 0.989
24 0.884 0.898 0.916 0.930 0.963 0.981 0.984 0.987 0.989
25 0.888 0.901 0.918 0.931 0.964 0.981 0.985 0.988 0.989
26 0.891 0.904 0.920 0.933 0.965 0.982 0.985 0.988 0.989
27 0.894 0.906 0.923 0.935 0.965 0.982 0.985 0.988 0.990
28 0.896 0.908 0.924 0.936 0.966 0.982 0.985 0.988 0.990
29 0.898 0.910 0.926 0.937 0.966 0.982 0.985 0.988 0.990
30 0.900 0.912 0.927 0.939 0.967 0.983 0.985 0.988 0.990
31 0.902 0.914 0.929 0.940 0.967 0.983 0.986 0.988 0.990
32 0.904 0.915 0.930 0.941 0.968 0.983 0.986 0.988 0.990
33 0.906 0.917 0.931 0.942 0.968 0.983 0.986 0.988 0.990
34 0.908 0.919 0.933 0.943 0.969 0.983 0.986 0.988 0.990
35 0.910 0.920 0.934 0.944 0.969 0.984 0.986 0.988 0.990
36 0.912 0.922 0.935 0.945 0.970 0.984 0.986 0.988 0.990
37 0.914 0.924 0.936 0.946 0.970 0.984 0.987 0.989 0.990
38 0.916 0.925 0.938 0.947 0.971 0.984 0.987 0.989 0.990
39 0.917 0.927 0.939 0.948 0.971 0.984 0.987 0.989 0.991
40 0.919 0.928 0.940 0.949 0.972 0.982 0.987 0.989 0.991
41 0.920 0.929 0.941 0.950 0.972 0.982 0.987 0.989 0.991
42 0.922 0.930 0.942 0.951 0.972 0.982 0.987 0.989 0.991
43 0.923 0.932 0.943 0.951 0.973 0.985 0.987 0.990 0.991
44 0.924 0.933 0.944 0.952 0.973 0.985 0.987 0.990 0.991
45 0.926 0.934 0.945 0.953 0.973 0.985 0.988 0.990 0.991
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Tableau P – Valeur critique du test de Durbin-Watson au seuil de 5%

n k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5

dinf dsup dinf dsup dinf dsup dinf dsup dinf dsup

15 1.08 1.36 0.95 1.54 0.82 1.75 0.69 1.97 0.56 2.21
16 1.10 1.37 0.98 1.54 0.86 1.73 0.74 1.93 0.62 2.15
17 1.13 1.38 1.02 1.54 0.90 1.71 0.78 1.90 0.67 2.10
18 1.16 1.39 1.05 1.53 0.93 1.69 0.82 1.87 0.71 2.06
19 1.18 1.40 1.08 1.53 0.97 1.68 0.86 1.85 0.75 2.02
20 1.20 1.41 1.10 1.54 1.00 1.68 0.90 1.83 0.79 1.99
21 1.22 1.42 1.13 1.54 1.03 1.67 0.93 1.81 0.83 1.96
22 1.24 1.43 1.15 1.54 1.05 1.66 0.96 1.80 0.86 1.94
23 1.26 1.44 1.17 1.54 1.08 1.66 0.99 1.79 0.90 1.92
24 1.27 1.45 1.19 1.55 1.10 1.66 1.01 1.78 0.93 1.90
25 1.29 1.45 1.21 1.55 1.12 1.66 1.04 1.77 0.95 1.89
26 1.30 1.46 1.22 1.55 1.14 1.65 1.06 1.76 0.98 1.88
27 1.32 1.47 1.24 1.56 1.16 1.65 1.08 1.76 1.01 1.86
28 1.33 1.48 1.26 1.56 1.18 1.65 1.10 1.75 1.03 1.85
29 1.34 1.48 1.27 1.56 1.20 1.65 1.12 1.74 1.05 1.84
30 1.35 1.49 1.28 1.57 1.21 1.65 1.14 1.74 1.07 1.83
31 1.36 1.50 1.30 1.57 1.23 1.65 1.16 1.74 1.09 1.83
32 1.37 1.50 1.31 1.57 1.24 1.65 1.18 1.73 1.11 1.82
33 1.38 1.51 1.32 1.58 1.26 1.65 1.19 1.73 1.13 1.81
34 1.39 1.51 1.33 1.58 1.27 1.65 1.21 1.73 1.15 1.81
35 1.40 1.52 1.34 1.58 1.28 1.65 1.22 1.73 1.16 1.80
36 1.41 1.52 1.35 1.59 1.29 1.65 1.24 1.73 1.18 1.80
37 1.42 1.53 1.36 1.59 1.31 1.66 1.25 1.72 1.19 1.80
38 1.43 1.54 1.37 1.59 1.32 1.66 1.26 1.72 1.21 1.79
39 1.43 1.54 1.38 1.60 1.33 1.66 1.27 1.72 1.22 1.79
40 1.44 1.54 1.39 1.60 1.34 1.66 1.29 1.72 1.23 1.79
45 1.48 1.57 1.43 1.62 1.38 1.67 1.34 1.72 1.29 1.78
50 1.50 1.59 1.46 1.63 1.42 1.67 1.38 1.72 1.34 1.77
55 1.53 1.60 1.49 1.64 1.45 1.68 1.41 1.72 1.38 1.77
60 1.55 1.62 1.51 1.65 1.48 1.69 1.44 1.73 1.41 1.77
65 1.57 1.63 1.54 1.66 1.50 1.70 1.47 1.73 1.44 1.77
70 1.58 1.64 1.55 1.67 1.52 1.70 1.49 1.74 1.46 1.77
75 1.60 1.65 1.57 1.68 1.54 1.71 1.51 1.74 1.49 1.77
80 1.61 1.66 1.59 1.69 1.56 1.72 1.53 1.74 1.51 1.77
85 1.62 1.67 1.60 1.70 1.57 1.72 1.55 1.75 1.52 1.77
90 1.63 1.68 1.61 1.70 1.59 1.73 1.57 1.75 1.54 1.78
95 1.64 1.69 1.62 1.71 1.60 1.73 1.58 1.75 1.56 1.78
100 1.65 1.69 1.63 1.72 1.61 1.74 1.59 1.76 1.57 1.78
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Tableau Q – Valeur critique du test du nombre de paires au seuil de 5%

Valeurs inf́erieures

n1
n2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
4 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
5 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
6 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 6 6
7 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
8 2 3 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7
9 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7 7 7 8 8 8
10 2 3 3 4 5 5 5 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 9
11 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 9
12 2 2 3 4 4 5 6 6 7 7 7 8 8 8 9 9 9 10 10
13 2 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 10
14 2 2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11
15 2 3 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12
16 2 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12
17 2 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 13
18 2 3 4 5 5 6 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13
19 2 3 4 5 6 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12 12 13 13 13
20 2 3 4 5 6 6 7 8 9 9 10 10 11 12 12 13 13 13 14

Valeurs suṕerieures

n1
n2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2
3
4 9 9
5 9 10 10 11 11
6 9 10 11 12 12 13 13 13 13
7 11 12 13 13 14 14 14 14 15 15 15
8 11 12 13 14 14 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 17
9 13 14 14 15 16 16 16 17 17 18 18 18 18 18 18
10 13 14 15 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 20
11 13 14 15 16 17 17 18 19 19 19 20 20 20 21 21
12 13 14 16 16 17 18 19 19 20 20 21 21 21 22 22
13 15 16 17 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23
14 15 16 17 18 19 20 20 21 22 22 23 23 23 24
15 15 16 18 18 19 20 21 22 22 23 23 24 24 25
16 17 18 19 20 21 21 22 23 23 24 25 25 25
17 17 18 19 20 21 22 23 23 24 25 25 26 26
18 17 18 19 20 21 22 23 24 25 25 26 26 27
19 17 18 20 21 22 23 23 24 25 26 26 27 27
20 17 18 20 21 22 23 24 25 25 26 27 27 28
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