Intégration d’une fonction trigonométrique

EXxercices corriges

Sont abordés dans cette fiche : (cliguez sur I’exercice pour un accés direct)

o Exercice 1 : calculer I’intégrale de la fonction sinus ou de la fonction cosinus

o Exercice 2 : calculer une intégrale dont I’intégrande est le produit des fonctions sinus et cosi

o Exercice 3 : calculer une intégrale dont I’intégrande est une puissance de fonction trigor@trlque
e Exercice 4 : calculer I’intégrale d’une fonction impaire ou d’une fonction paire .

e Exercice 5 : calculer I’intégrale de la fonction tangente %

e [Exercice 6 : donner un encadrement d’une intégrale

e [Exercice 7 : calculer une intégrale dont I’intégrande est une fonction com e avec 1’exponentielle
o Exercice 8 : calculer une intégrale aprés avoir explicité une primitive f on a intégrer

o Exercice 9 : préciser la valeur d’intégrales en résolvant un systém ations

e Exercice 10 : calculer la valeur moyenne d’une fonction sur u le

o Exercice 11 : effectuer un calcul intégral pour déterminer I’ai n domaine du plan

Dans une intégrale, la fonction

O qui est intégrée est appelée
intégrande.

/
@ Rappel : Notion d’intégrande
°

Accés direct au site W&os—devoirs—corriges.com

Avant de porter notre attention a la correction des exercices, rappelons quelques points importants du cours :

v" Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I.

v~ Avant de calculer I’intégrale d’une fonction, il importe de déterminer I’ensemble de définition I de cette
fonction, de vérifier que cette fonction est continue sur I et que la borne inférieure et la borne supérieure
de I’intégrale appartiennent a I. Dans ces exercices, toutes les intégrales proposées existent.
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Exercice corrigé 1 (3 questions)

Niveau : facile

1) Calculer I’intégrale suivante :

T
I=f cosx dx
0

2) Calculer I’intégrale suivante :

]=jnsinxdx O
0

3) En déduire I’intégrale suivante :

Vs
K=f (2 cosx — 3sinx) dx %
0 .N

Correction de I’exercice 1 U Retour au menu

1) Calculons I’intégrale 1. /

Fonction f définie par f(x) = Conditions sur x

V3
I=f cosx dx = [sinx]} =sinm =0—-0=0
0
/
2) Calculons I’intégrale ]%
.

Conditions sur x

Si%( —cos x + Constante
(]

@x =[—cosx]f =—cosm—(—cos0)=—-(—-1)—(-1) =2

Déduisons des réponses précédentes la valeur de I’intégrale K.

Rappel : Linéarité de I’intégrale (linéarité additive et linéarité multiplicative)

Soient deux réels a et 8. Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b, alors :
b b b b b
f (af(x) + Bg(x)) dx = f af (x) dx +f Bg(x)dx = af f(x)dx +,8f g(x) dx
a a a a a
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D’apres la propriété de linéarité de 1’intégrale, il vient que :

s

Vs
K=f (2cosx—33inx)dx=2f
0 0

i
cosxdx—3f sinxdx =21 —3] =—6
0
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Exercice corrigé 2 (2 questions) Niveau : moyen

Calculer de deux manieres différentes I’intégrale suivante :
T

3
f cos x sinx dx
0

Correction de I’exercice 2 O Retour au menu

. cos(ax + b) -/ .
sin(ax + b) ——— ~ 4 Constante aeR,beR
a
sin(ax + b ;
cos(ax + b) sin(ax + b) + Constan . a€R,bER
a é |

Pour tout x € R, 2 sinx cos x = sin 2x (formule de.du@)
T
3 3sin 2x _cos 2x13 1 3 1 21
f cosxsmxdx—f f sin ] = ——[cos 2x] =——(cos——cosO)
4 0 4 3
1 ( 1 1) _ ><
=—-2(—3 = Q')

v 2° méthode : En@%nt le produit de deux fonctions trigonomeétriques dont I’une est une

Conditions sur u et n

un+1 (x)

+ Constante u dérivable ; n € N*
n+1

~

@fonction u définie sur R par u(x) = sinx. Alors, comme u est dérivable sur R, pour tout x € R,
u'(x) = cosx.

E}

S w
Il
| w

3 lsinzx| 1 T o9 p 1{(V3\’ 1
fo%‘ffxf‘ﬂffxfd“'l ) J' =5 lsin” ]y =5 (sin 5 —sin0) = 5{ () 07| =5~
0
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v' 2° méthode (bis) : En repérant le produit de deux fonctions trigonométriques dont ’une est une
primitive de I’autre

Soit la fonction u définie sur R par u(x) = cosx. Alors, comme u est dérivable sur R, pour tout x € R,
u'(x) = —sinx.

Vs
ruz(x) '|§
T T —_—
3 . 3 [ cos? x| 1 ) 3 1 ST .
cosxsinxdx = — | —sinxcosxdx = —| | =—=[cos x]g=——(cos — — cos O)
0 N yony ™ Byevons > | 2 | 2 2 3

|
2 " O
((1) _1z>=_1x<_§)=§ Q

; | o

Intégration — Intégration de fonction trigonometrique / Calcul intégral — Exercices corrigés

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




Exercice corrigé 3 (1 question) Niveau : moyen

Calculer I’intégrale suivante :

Correction de I’exercice 3 U Retour au menu

Pour tout x € R, cos?x + sin’x = 1.

% 4 4
fncos3 xdx = fncoszxcosxdx = fn(l —sin? x) cosx dx = cos »\%m 2 x)dx
-z _r T __
3 T
- - ru (x) '|4 Q
4 4 L

3

T Isin3 x| I z
cosx dx — cos x sin? x dx = [sin x] | | inx|*, —= [sm x|t
—— N ——

7 u'(x) u?(x) |_ / 2 2

SIE]

-
. & .
—sm——sm( )—%(sm — —sin (—%)) -1 —% 72 —(-1)3
Aé&( ) (( ) ( ))

%/
O

N
&
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Exercice corrigé 4 (2 questions) Niveau : facile

1) Calculer I’intégrale suivante : 2) Calculer I’intégrale suivante :

3 1
I=f x° cos x dx ]=j |sin x| dx
-1

-3

Correction de I’exercice 4 U Retour au menu

[ J
1) Calculons I’intégrale 1. %

Rappel : Intégrale d’une fonction impaire .

Si f est une fonction continue et impaire sur un intervalle [—a ; a] avec a > ,%s :
0 a
[ rwar=-[rw Q)
-a 0

J:lf(x)dx = O/

La fonction f:x - x> cos x est une fonction defl@%tlnue sur R par produit d’une fonction polyndme par
la fonction cosinus, toutes deux continues sur

De plus, pour tout x € R, f(—x) =

@s( x) = —x°cosx = —f(x). Donc f est une fonction impaire.

Enfin, comme les bornes —3 et 3 so osees il vient que :

5 /7
I=J x>cosxdx =0 %
e
2) Calculons l’in@e ]

a W

Rappel : Inté d’une fonction paire

Sif ur@ion continue et paire sur un intervalle [—a ; a] avec a > 0, alors :

Aé J_if(x)dx=J0af(x)dx

f_if(x) dx = Zfoaf(x) dx = 2[_1f(x) dx

La fonction f:x — |sin x| est une fonction définie et continue sur R par composition de la fonction sinus par la
fonction valeur absolue, toutes deux continues sur R.
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De plus, pour tout x € R, f(—x) = |sin(—x)| = |- sinx| = [sinx| = f(x). Donc f est une fonction paire.

Enfin, comme les bornes —1 et 1 sont opposées, il vient que :

1 1
Ji =f |sinx| dx = Zf |sin x| dx
-1 0

Or, pour tout x € [0; 1], sinx > 0. Il en résulte que |sin x| = sin x et finalement que :

1
J= ZJ sinx dx = 2[—cos x]§ = —2[cos x]§ = —2(cos 1 — cos 0) = —2(cos1 — 1) = 2 — 2 cos
0 ‘ >
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Exercice corrigé 5 (1 question) Niveau : moyen

Calculer I’intégrale suivante :

Correction de I’exercice 5 U Retour au menu

Fonction f définie par f(x) = Primitives F définies par F(x) =

In(u(x)) + Constante

/

Soit la fonction u définie sur [% ; %] par u(x) = cos x Iobcomme u est une fonction dérivable sur E ; % ,
pour tout x € [% ; g , u'(x) = —sinx. Notons également que, pour tout x € E ; %] cosx > 0, si bien que
I’intégrale existe. Il vient finalement que : :
u'(
3 3 sinx e ¥ r T T
_ - _ - _ 3 — _ i —
j;_r tanxdx = L Cosxdx = ﬁ_r 7 dx [In(cos x)]% (ln (cos 3) In (cos 4))
4 4 ? ey
o B
=—(ln=—In— —In“=-lIn—=-In—=-In2"Y2 = In2Y2=Inv2
2 2 a \/E 2 21 Tl gn
Ind-lpb=Ing; - nlna=Ilna

&
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Exercice corrigé 6 (1 question) Niveau : moyen

Démontrer I’inégalité suivante :

IA
N =

1
f x sinx dx
0

Correction de I’exercice 6 U Retour au menu

% o
Rappel : Conservation de I’ordre par intégration (ordre et intégrale / intégration @1 jhegalité)

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a < b. Alors, Ig rtout réel x € [a;b] :

F@) < g0 = f F)dx < f g(x)'({}
Remarques :

v On dit que I’intégrale conserve 1’ordre. v ’L@lproque n’est pas vraie.

x =0, il vient que —x < xsinx < x.

Pour tout x € R, —1 < sinx < 1. Par conséquent, e@pilant par x € [0; 1], ¢’est-a-dire en multipliant par

Comme I’intégrale conserve I’ordre d’une llﬁwlt comme 0 < 1, il vient que :

21 1 211
—x<xsmx<x=>f( x)dx<b@cdx< xdx=>l l ijsinxde all
0 0

[ onxas <3
oxsmx X 2

12 02 1 % 02 1 ! 1
—_ - < i < —— — < < —
= 5 < 2>_fOxsE =5 2=> Z_Joxsmxdx_z:;

.0 .
Remarque : @alt pu affiner cet encadrement en remarquant que, pour tout x € [0; 1], sinx = 0. D’ou, en
multipliant pa [0;1],0 < xsinx < x. Or, d’aprés la positivité de ’intégrale, pour tout x € [0; 1], 0na:

1 1

1 .,X.Z:l 1 1
0<x inxSx:OSjxsinxdedex:Oijsinxde — :Oijsinxde—
0 0 0 2 0 0 2

Rappel : Positivité de I’intégrale

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] avec a < b. Alors, pour tout réel x € [a ; b] :

b b
f(x)ZO:Jf(x)deO f(x)SO:jf(x)deO
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Exercice corrigé 7 (1 question) Niveau : facile

Calculer I’inégalité suivante :

J 2 cos x e3sinX gy
0

Correction de I’exercice 7 U Retour au menu

Fonction f définie par f(x) = Primitives F définies par F(x) = Conditions sur u
u' (x)e"™ e*™) 4 Constante e O A dérivable
w
Soit la fonction u définie sur R par u(x) = 3 sinx. Cette fonction es ivable sur R donc, pour tout x € R,

!

u'(x) = 3cosx. Il en découle que cos x = % Par conséquent,@ que :

T T /
. 2 _u'(x) 2 (2, 2 T 2 .
f 2cosxe3sin¥ gy = f 2 3 et dy = EJ u'( @) dx = g[eu(x)](z, =3 [essmx]g
0 0o

0

_2¢ 3sin _ 3sino) _ 2( 3x1 3%0 _E@
—5(6 2—e )—5 e _E_V_J = E::

NI}

ed=1
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Exercice corrigé 8 (2 questions) Niveau : facile

1) Montrer que la fonction x — x cos x est une primitive, sur R, de la fonction x = cos x — x sin x.
2) En déduire la valeur de I’intégrale suivante :

T
j (cosx — x sinx) dx
0

Correction de I’exercice 8

) o

Rappel : Primitive d’une fonction et calcul d’une intégrale N% 9

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] avec a < b. Unegbririytive de f sur [a; b] est, si elle
existe, une fonction F dérivable sur [a ; b] Vérifiant F' = f sur [a; b

Si f est une fonction continue sur [a ; b] et si F est une primitive@sur [a; b], alors, pour tout x € [a; b] :

b /7
[ 76 ax = FEF®) - F@

QCette fonction est le produit d’une fonction affine par la

Appelons f la fonction définie par f(x) =
: , continues et dérivables sur R donc f est définie, continue et

fonction cosinus. Or, ces fonctions sont
dérivable sur R.

Appelons par ailleurs g la foncti éfinie par g(x) = cosx —xsinx et notons que cette fonction est
également définie, continue e able sur R.

Pour tout x € R, f'(x) =®cosx + x X (—sinx) = cosx — xsinx = g(x).
Il résulte que f est une primitive de g sur R.

[
2)

fn(cqésinx) dx = fng(x) dx = [f(x)]§ = [xcosx]§ =mcost—0cos0=n X (—1) =—m
0

ol
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Exercice corrigé 9 (3 questions) Niveau : difficile

On définit les intégrales I et J par :

n T
6

6 COS X 6 sin x
I = —_dx ]= —_dx
o COsSx —sinx o COsSx —sinx

1) Calculer +J.

2) Calculer I —]. O
3) Endeéduire I et].

Correction de I’exercice 9

1) Tout d’abord, calculons la somme des intégrales I et J. N
s Vi
6 CcoS X 6 sin x 6cosx + si
I+]=| ————dx+ | ——dx =
o COSX —sinx o COSx —sinx 0
. . I T / o s P
Soit la fonction u définie sur [0; E] par u(x) = cosx — . Or, u est dérivable sur [0; g] comme étant la

différence de la fonction cosinus et de la fonction sﬁ& insi, pour tout x € [0; %] u'(x) = —sinx — cos x.
Il vient alors que :

6cosx+smx 6 —
I+] = f dx=—f (
0

cosx — sinx

/
Or, la fonction cosinus est d%ssante sur [0, 6] donc, pour tout x € [0, 6] on a cosg X < cosx < cos0,
e B ) . | ; .
c’est-a-dire - < co ~En outre, la fonction sinus est croissante sur [0; g] donc, pour tout x € [0; —],

A “est-a-dire 0 < sinx < 5. Enfin, en multipliant par —1, il vient —% < —sinx < 0.

u' (x)
T
6 —(cosx + sinx T z
I+] = —j ( _ )dx = —[Inu(x)]§ = —[In(cos x — sinx)]¢
o Cosx—sinx
u(x)
3 1 3—1
— (ln (cos% — sing) — In(cos 0 — sin 0)) = - <ln (g — E) —In 1) =—In <\/_2 )
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2) Calculons désormais la différence des intégrales I et J.

s T A

—_— - —_— = —_— n
cos x 6 sinx 6 COSX — sinx 6 = T
I-]= f dx—f —.dx=f —_dx=J1dx=[x]8=—

cosx — sinx o COsx —sinx o COSx —sinx 0 6

3) Calculons enfin les intégrales I et J.

3—-1
ey — (B
Pour déterminer la valeur des intégrales I et ], résolvons le systeme suivant : 2/,
-] =

( 3-1
G+J=—m<ﬁi_ﬁ(h) |21=—m<f- >+%(h«4q+h) CJ
-
|
\

)‘% (Ly « Ly — Ly)

olx

4(I = —% n<\/§2_ 1)+% (L1) &(
(:)L,__ll B-1) m '{r
-2 r‘( 2 ) 1z )
CJ

En conclusion, on a les résultats suivants : /

& sinx 1. (V3-1\ =
f ———dx=—=In “12

(4

6 cosXx 1
sz —_dxz——ln

o COsx—sinx 2 2

o COsSx —sinx 2

&7
) Ox
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Exercice corrigé 10 (1 question) Niveau : moyen

Soit la fonction f définie sur [0 ; %] par f(x) = cos 3x sin 5x.

Calculer la valeur moyenne de cette fonction sur [0 ; g]

Correction de I’exercice 10 O Retour au menu

Rappel : Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Z;‘:}"
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] avec a < b. La valeur moye e fa fonction f sur[a ; b]
est le réel : N

b
e

La valeur moyenne de la fonction f définie par f(x) = co%él 5x sur [0 ; %] est le réel m tel que :

s 3x sin5x dx

Or, pour tous réels a et b, sin a cos by= 3.(sin(a + b) + sin(a — b)). Il vient alors que :

Vs T[
2 (2 2 (2
m=—f sin5x cos3x dx = > sin<5x+3x>+sin(5x—3x>) dx
Tl T 5 T b P
T O s T
12z . ] 1[ cos8x cos2x]2 1[cos8x cos2x]2
=;f (sin 8x + sin x=—[—
0

8 2 0 T 8 * 2 0

; o
_ 1 (cos4 st cos0 cos 0) _ 1 (1 1 1 1) _ 1
oo :;3 2 8 2 )] @w\8 2 8 2/ =
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Exercice corrigé 11 (1 question) Niveau : moyen

Soit la fonction f définie sur [0; ] par f(x) = -1+ %sinz x. On désigne par Cr la courbe représentative de f
dans un repere orthonormé (0 ;7; ) du plan.

Calculer, en unités d’aire, ’aire du domaine du plan délimité par la courbe Cr, I’axe des abscisses et les droites
d’équation x = 0 et x = m.

O

Correction de I’exercice 11 O Retour au menu

Rappel : Calcul intégral et aire d’un domaine du plan . %:
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] avec a < b, représenté %@ ourbe Cy dans un repére
orthogonal (ou orthonormé) du plan. Soit A I’aire, en unités d’aire, du aine du plan délimité par Cr, I’axe

des abscisses et les droites d’équation x = a et x =

A= feod O
f &%”

v Si f est positive sur [a ; b], alors :

b

~_

&

b
v Si f est négat@ur [a;b],alors: A = —] f(x)dx
a

L.

Dans les exemples ci-dessus, Cr est la courbe représentée en vert et A est ['aire colorée en vert.
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Pour tout x € [0; 7], 0 < sinx < 1,dou 0 < L < % Finalement, il vient —1 < %sinzx -1 S%— 1,
c’est-a-dire —1 < f(x) < —%. La fonction f est donc négative sur [0 ; 7]. De plus, comme 0 < 7 et comme la
fonction f est continue sur [0 ; =], I’aire A du domaine délimité par la courbe C, I’axe des abscisses et les

droites d’équation x = 0 et x = 7 est donnée par :

A= —fnf(x)dxz —fn(—1+%sin2x>dx
0 0

Or, pour tout x € R, cos 2x = 1 — 2 sin®x (formule de duplication). Il s’ensuit que sin? x = 1_—C;S@t
A f”( 1+1><1_C052x)d f”( 1_|_1 cost)d f”( 3 cost)Q
= — —_ — D — X = — —_ —_— X = — —_———
T3  cos2x 3 sin2x1™ 3w sin2m sin0 3w @
[ G o 23] 2 e
0

s I, 273 ' _T‘,"a"ay

4+4
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