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CHAPITRE1:

A) SYSTEMES DE COORDONNEES

Sdon la nature de la trgectoire d' une particule, sa postion sera repérée par I'un des
systemes de coordonnées : cartésiennes, cylindriques ou sphériques.

Soient Ro(O,XoY0Z0) un repére direct orthonormé de base (f,T,E) et M la paticule a
repérer.
I ] Systéme de coordonnées cartésiennes.

Dans RO, la podtion de la paticule M est donnée par ses trois coordonnées

catésennes (x,y,2) telles que :

X = abscissede M ; y = ordonnéede M ; z = cbtede M.

x:Projok(W‘; y:ProchyO—M ;z=ProjoiO—M.
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Dans Ry, le vecteur position s écrit :
OM =Om+mM =xi +y] +zK.
Déplacement élémentaire.
Le vecteur déplacement éémentaire MM (M’ est resvoisin de M) s écrit:
W=dW2dl\7=dxi+dy]+dzR
(Dans Ry, di =d| = dk =0)

1] Systemes de coor données cylindriques.
S la trgectoire du point M possede une symérie axide de révolution, il et intéressant
d'utiliser les coordonnées cylindriques de ce point (r,j ,2) définies comme gt :

r :‘Orﬁ‘ ( mest laprojection de M sur le plan (%,0y,) ), | :angle(&o,CYn) e zet

laprojection du vecteur position OM surI'axe Ozo.
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Une nouvelle base orthonormée directe (ér ,éj ,E) e asociée a ce systeme de
coordonnéestelle que :

e =cosj i+dnj j.

éj =-4dnj i+cosj I
dér _=
avec — =g
di
et diz'ér
dj

Quand le point M décrit tout I espace, lesintervales de variation der ,j ez sont :
O0Or<+¥;00)] O2p;-¥<z<+¥.

Danslabase (-ér ,_éj ,E) , le vecteur position Om s éuit ;

JENEG N —

OM =0Om+mM = rér +ZE.
Déplacement démentaire;

Le vecteur déplacement démentaire MM ' (M’ tresvoisin de M) est:
MM'=dOM =dM =dr e +rdj g +zk.

Casparticulier:

Si latrgjectoire de M est plane, ce point peut ére repéré par ses coordonnées polaires
retj.




[11] Systeme de coor données sphérigues.

Lorsque le probléme présente une symétrie sphérique autour d'un point O que I'on
prend pour origine du repere despace, il est praique dutiliser les coordonnées
sphériques (r,g,j ) delaparticule aétudier tlles que :

r :‘OM‘ ; q:angle((Tzo,O—M) 1] :angle(&o,o—m).

Xo

Quand M décrit tout I’ espace,
O0r<+¥:;00j) O2p;00q90Pp.

Une nouvelle base Sintroduit dors : (ér _éq ,éj ). Ou
_‘l_ér :sinqér +coqu:s'nqcosj i+sinqsinj f+cosq§
|éq =cosqér - gn qk=cosqcosj i'+cosqunj j gn qk

%éj :-sinji + COSj ]

Danslabase (-ér -éq ,éj ), le vecteur position s écrit :
OM =re;.
Déplacement élémentaire :
Le déplacement démentaire de la paticule M en coordonnées sphériques est donné

par:
dOM =dre. +rdge;, +rSna)dj g .



B) CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL.

L'objet de la cinémaique e de décrire les mouvements d'une particule sans tenir
compte des causes qui les produisent.

- Ladescription du mouvement d' une particule met en cavre trois vecteurs :
) Le vecteur pogtion.
i) Le vecteur vitese.
iii) Le vecteur accélération.

- Le corps mobile sera appelé point matériel. On parle de point matérie lorsgue les
dimensions du mohile sont considérées négligeables dans les conditions du probleme.

- En mécanique classque, la vitesse V du point M est négligesble par rapport a la
vitesse de lalumiere dansle vide.

1) Vecteur vitesse :
a) Vitesse moyenne.
Le vecteur vitesse moyenne d'une paticule M qui s trouve a
I'ingant t; en M et al’ingant t, en M, est donnée par:
\—/'m(M) _ OM(t,)- OM(t,) _ OM; - OM,
tz - tl tz - tl
b) Vitesse instantanée.
Le vecteur vitesse ingantanée de la particule en M par rgpport a
un repére orthonormé R(O,xyz) et :

V(M /R) = lim V(M) = lim MDY - OM(©)
Dt® 0 Dt® 0 [1

donc V(M /R)—d%

b) Vitesse algébrique:

Dans ce cas, ¢'edt la trgectoire ele méme qui sert arepérer le mobile
a l'ade de I'dbscise curviligne s (ou coordonnée intrinseque) du
point M. Ds = arc (M(t)M (t+Dt)).

zA

T

M
(t+dt) M0

Le vecteur vitesse est porté par le vecteur unitaire T tangent alatrgectoire.



Lavitese dgébriquedeM et v = % . Le vecteur vitesse ingtantanée peut donc sécrire:

\/’(M/R):ﬁf.
ot

) Vecteur accélération.

La dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse ci-dessus donne le vecteur
accdération, qui Sécrit comme suit :

d? ST, ds dT

d 2 dt ot

gM /R) =

=N désgne le vecteur normd dirigé vers le centre de courbure de la

trgjectoire du point M.
Par alleurs, nousavons, Ds=R.q ou ds=R.dq

Donc dq —iﬁ—i.

dt R dt

Par conséquent, d— =

v
da R M (t)

M (t+dt)

Le vecteur accdlération instantanée du point M s écrit aors:

oM /R ﬂﬂEN aT+gN=g,+g,.
- Ladirection définie par le vecteur N est lanormde principade en M alatrgectoire.
- Levecteur unitire B=T UN et appelé vecteur de labinormae.
- Lerepére (M;?,N,g) et lerepére de Frenet-Serret.

Hodogr aphe du mouvement.
Définition :
L hodographe d’ un mouvement (noté (H)) est I’ ensemble des point P tels que :
A tout ingtant, OP =V (M / R) ; ol O désigne le pole de (H).

<l



1)  Composantes des vecteurs vitesse et accélération.

a) Coordonnées cartésiennes (x,y,2)
Soit un référentiel R(Oxy2) fixe muni d unebase (i, j,K) .
Le vecteur position et :

OM =xi +y] + zk.

Le vecteur vitesse s écrit dlors::

\/(M/R):%nﬂj#%k:x{wj#'zk

dt dt
Les vecteurs unitaires i, ] et k sont fixesdansle repére R, donc :
il _di| o] _g
dt| dt '
R R R

Et I’ accd ération ingtantanée du point M s écrit :

d?x: dzy-: d?z- -+ = -=
i + + k=xi+ + zk.
dt? dt? J dt? Yl

g(M/R) =

b) Coordonnées cylindriques(r ,j ,2) :
Le vecteur position est
OM =re, +zk.
Le vecteur déplacement démentaire S écrit :
dOM =dre +rdj g +dzk.
Le vecteur vitesseest dors:

V(M/R):M{ A r g c %2
| at ot

Oubien V(M/R)=re, +rj e +zk.

Le vecteur accd &ation est;
dV(M /R)
t

. -

r

=re +r—

de Ca - . dé .
trje +trjeg +rj +zk,
dt R dt R

oM /R) =

R

Qui peut encore sécrire:

: r- rj 2
AMIR=  frj+2r
T.
1z
bog k1
Remarque:
Dans e cas d'un mouvement plan, nous avons z = O et le vecteur accdlération sécrit aors.



[ - _
gMm/R= -1 composante radiale.
I\

G Irj+2rj composante orthoradiale.

¢) Coordonnées sphériques (r,e,0)
La base associée ace systéme de coordonnées est (e, €e;,€ ).

Nous rappelons que, le vecteur postion est OM =re, ¢ le vecteur déplacement
démentaire séorit dOM =dre +rdge, +r(Sn g)dj g .

- Levecteur vitesse est dors. \7(M/R :d% :Eér +r0|oI
R

e, +r(s'nq)iéj :

dt dt dt
Ou V(M/R) =re +rqe, +r@Snq)j e

- Levecteur accélération est:

2 2

.- . 2 . - . . .- . - . .
gM/R)=(-rq -rj dsn?q)e +(2rg+rg-rj cosqsnq)e, +(2rj snqg+
2rgj cosg+rj snq)e

V)  Exemplede mouvement particuliers.

1) Mouvement circulaire.

Dans ce cas, le mobile se déplace sur un cercle (C) de rayon R et de centre O.
Ce cacdle et gStué dans le plan (xOy). Pou éudier le mouvement de M, il
préférable dutiliser les coordonnées ses polaires (i,0).

En coordonnées polaires, le vecteur position sécrit: OM =re =Re.



Le vecteur vitessedu point M est: V(M /R)=Rj ¢ ,
et le vecteur accdlération est donné par:

> . .2 > . . " > . 2 > . >
OM/R)=(r-rj Jer+(2rj+rj)e =-Rj] e +Rj ¢g.
Dans e cas ol le mouvement circulaire est uniforme, nous avons:
o=Ute j =w=Cte. Le vecteur vitesse de M devient: \7(M/R) = Rwé , € le vecteur

accdération seréduit & g(M / R) = - Rw?e, .
L'accélération du point M est adors normae a sa trgectoire (I'accdération tangentidle et
nulle, car le module du vecteur vitesse est constant).

En coordonnées intrinseques, I'asc MM =Ds=Rj (t),
d'oll V(M / R) =$T’ =Rj T,

2 _, 2 _ BN L2
d ZST+V€N=Rj T+Rj & .

et l'accdlération et g(M / R) =
Bt gM/R)=ge - ge ,donce =T e e =-N.
Remarque: Le vecteur vitesse peut auss sécrire:

V(M/R) =wUOM =wk URe, = Rng =RwT .

2) Mouvement aaccéération centrale.
Un mouvement a accdé&ation centrde et un mouvement dont l'accdé&ation de la

particule M, é(M/R), e padlde au vecteur postion OM atout ingant t. Il en
découle OM Ug(M /R) =0.
Par alleurs.

d[OM UV(M /R)] _ 5

OM Ug(M/R) = o

D'ot OM UV(M /R) =C.

—_—

C et un vecteur congant en module, en sens & en direction. C et dors
perpendiculaire au plan formé par OM e \7(M /'R) . Le vecteur postion OM e le

vecteur vitesse \7(M /R) appatiennent donc au méme plan quelque soit lingtant t

considéré.
Par conséquent, tout mouvement a accélération centrale et un mouvement plan.
Pour éudier le mouvement du point M, il et dors préféable dutiliser ses

coordonnées polaires.



Nous rappedons que dans le cas générd dun mouvement plan les vecteurs pogtion,
vitesse et accd ération sécrivent, respectivement, comme suit:

OM =re, .
VIM/R =re +rj g.
OMI/R) =(r- rj e +(2rj+rj)e .

Puisque l'accdération du point M est centrde (paraléle au vecteur pogtion), dle doit
Sécrire dans ce cas.

gM/R)=(r- rj ?)e , et donc sacomposante orthoradiale et nulle

2rj+rj =0 quipeutSécrireld(rdtJ):O dou r?j =Cte.
r

Findement, r 2j =C =|OM UV(M /R)|, appelée condtante des aires,

Loi desaires:
Cdculons|'aire baayée, par unité de temps, par lerayon vecteur OM =re; .

C=0M UV(M/R)
ds :%‘OM’ L‘JMM:‘ , M' est trés voisin de M.
Donc ds:‘rér U(dre +rdij éj):%rzdj , et

ds C C s C it
—=— dou ds=—dt & QAHds=—Adt.
a2 2 0™="%0

Donc S:Et ou geﬂlavite&earéolaire(CrrP/s).

Cerésultat est appelé 2°™ loi de Kepler.



Formulesde BINET:

a) casdelavitesse:
Dans le cas dun mouvement a accdé&ation centrae le caré du

.2 :
module du vecteur vitesseest: V2 =r +r1?j 2.

Onposeuzi,donc du = - d_rz etd__u:_izd__r’
r r dj r<dj
Cequi donne d_r =- id_u
dj u? dj
D'autre part,
C=r? peut sécrirej =Cu?.
1 duys ~o 1
——)]°.Cu" +—=
u® dj ) u?

La premiere formule de BINET sécrit:

B V2=[-( C?u®,

v2 =2 4 2]
dj

Cette formule permet de déerminer I'équation polare i = fi(6) ou
bien u = u(6) connaissant la vitesse du point M et inversement.

b) casdel'accéération

La deuxieme formule de BINET permet de déerminer I'accéération
de la paticue é&udiée s l'on connait I'équation polare e
Inversement.

Le mouvement du point M éant aaccél ération centrae, on a

gM/R =(r- rj %)e dontlavaeur dgdoriqueest g=r-rj 2.

. 2
= d_r 4 _ d d—_u).Cu2 =-C%? d_ iy
di d dj dj dj *

Etrj? =1C2u4 =C%°.
u

La deuxiéme formule de BINET sécrit dors

d?u
=-CWU—+u
g [dj - +U]




CHANGEM ENTS DE REFERENTIELS

Soit a éudier le mouvement d une particule M par rgpport a un repere fixe R, appelé repere
absolu. 1l et parfois intéressant d'introduire un second repére R’, dit repére reatif, par rapport
au quel le mouvement de M soit Smple aéudier.

Soient,
- R(Oxy2z) un repere absolu (repere fixe).
- RO XYy'Z) unrepéreredtif (repere mobile par rapport aR).
ZA
Rl
R
k 4 -
J
| > »
X @)

R’ peut ére animé d’' un mouvement de trandation et/ou de rotation par rapport aR.
Larotation de R’ par rapport aR sefait avec une vitesse angulaire w(R'/R) telle que :
DanslerepéreR,

P - )

i =wWR'/R) Ui’

i ot .

.

) —WRIRUS

.I. dt

.. R

| .

:% =wWR'/R) UK’

7t

DansR’,
| _di] _dk| _g
dt dt dt '

R' R R'

1) Dérivation en repére mobile.
Soit A un vecteur quelconque. Dans le repere R, ce vecteur S écrit

A=xi+ y] + zk.
Danslerepére R’ le vecteur A s écrit,

—_

A=xXi+ y'T+ Zk.

—_ —_

ryTeydl
] o

—
]

dA r == s ,df‘
—| =xityj+zk=X1"+xX'—
dt dt

+ 7k + 29K ,
dt

R R




qui peut s écrire auss,

—

dd_f‘ X+ T+ 2K+ XWRIR) UxT+ y(RIR) Uy T+ ZRIR U 2R
R
Ou
dd_tA -9A L MRIR UA
R R

2) Composition des vitesses
Soient R(O,xyz) un repére absolu et R' (O’ X'y’ Z') un repere relatif.

ZA M y
Z r R
kl
R _ . o ) T.
k r i
A X
X | > by
o -

Les vecteurs position de la particule M danslesreperesR e R' sont, respectivement :
OM=r & OM=r"
On peut écrire,
OM =00 +O'M.
Donc lavitesse absolu du point M e,

\7a(M):\7(M/R)=dOM|— '| ZI '| dO"V'I =~

= +W(R/R) UO'M..
d|d |

V(M/R)=V, (M)—dO%

Ou

désigne lavitesse relative du point M. Et ,

R

doo'

V(M)_T +WR/R)UO'M |

R

est la vitesse d' entrdinement de M. La vitesse d entrainement de M est la vitesse absolu du
point (imaginaire) qui coi ncide avec M al’ingtant t et supposé fixe danslerepéreR'.



On peut auss noter lavitesse d’ entrainement de M comme suit,

V(M) = dgtM (M fixedans R).
R

Nous avons donc,

V,(M) =V, (M) +V,(M).

3) Composition des accélérations.
L’ accélération absolue du point M e,
d’ OM _dva
dt |

R

9,(M)=g(M/R)=

g.(M) =

d(V, (M) +V_(M))
adt

d €00’
+—6——
dtg dt

_dV,(M)
at

+W(R/R) UO'M'E
R

R

av,(M)| _ v (m)
ot | dt |R,

R

*

+W(R/R) UV, =g, (M) +WR/R) UV,

* %(@(R'/ R)UO'M)

dW(:t/R)UOM+w(R/R) UO'OT'VI

R

R

Par consaquent I’ accé ération absolue peut s écrire,

g,(M)=g. (M) +2MmR/R) UV, (M) +

d?00/ , dW(R/R)
dt

- UO'M +

|R
W(R'/R)U(WR'/R) UO'M).
Dont
d?00]| , dWR/R)
dt? | at
désigne I’ accél ération d’ entrainement, et

UO'M +W(R/R)UWR/R) UO'M) =g, (M) ,

2R /R) UV, (M) =g, (M)
et I'accélération de Coriolis ou complémentaire.
Nous écrivons dors

d.(M)=g,(M) +g,(M) +g. (M)

Casparticulier :
Quand lerepére R' est en trandation par rapport aR,

WR/R) =0 .




Par consequent
\:Va(M) :\/r(M) +\/a(ol)
jet
io _ .
19.(M)=g,(M) +g,(O).
S enplus R’ et en trandation uniforme par rgpport aR,

Va(O)=cte e | g,(M)=g,(M).




CHAPITRE 2

DYNAMIQUE DU POINT MATERIEL :

LOI FONDAMENTALE ET THEOREMES GENERAUX.

La dynamique est I'é&ude des mouvements en fonction des causes qui les produisent. Ces
causes sont les interactions entre particules et sont représentées par les forces.

1) L oi fondamentale de la dynamique.
1) Principed’inertie.
Lorsguun point matérid en mouvement n'est soumis a aucune force, son
mouvement et rectiligne uniforme. C' et lapremiere loi de Newton.
2) Lol fondamentale dela dynamigue.
L'accdération d'un point maéid M en mouvement est proportionndle a la
résultante des forces qui Sexercent sur lui e inversement proportionndle a sa
messe
A Fe« =mg (M)
C'est ladeuxiéme loi de Newton.
3) Axesdelamécanigue.
Nous avons vu au chapitre précédent,
9.(M)=9,(M) +g.(M) +g.(M).
Par conséquent, le principe fondamenta de la dynamique ne Sécrira pas de la
méme manieredansR et dansR'.
Nous nous basons dors sur un résultat de mécanique céleste qui suppose que le
principe fondamentd de la dynamique est vdable dans un systeme de référence
appelé référentiel de Copernic. Ce référentiel est noté R(S,XcY ¢ Zo).
Le repere R(S,XcYcZ) a pour origine le centre du soleil. Ses trois axes sont
dirigés suivant trois éoiles supposées fixes.
Zop Etoile 3
Ye
>
S(soldl) Etoile 2
Xc
Etale 1
Remarque :

S I'on éudie le mouvement du point M par rgpport au repere R, avec R' en trandation
uniforme par rgpport au repére de Copernic, la loi fondamentde de la dynamique sera auss
vaabledansR'.

En effet,

oM/R)=g (M/R),

g9.(M)=g,(M) =0.



Définition :
Tout repere en trandation rectiligne uniforme par rapport au repere de Copernic portera le
nom de repere gdliléen.

4) Dynamiqueterrestre.

Repér e géocentrique.

Soient: R(S,XcYZe) le repére de Copernic et Rr(T,X7Y1Z7) le repere géocentrique.

RT(T XTYTZT) est un repére orthonormé dont I'origine T et le centre de la terre et les axes
TXr, TY: & TZ+ sont respectivement paraléles aux axes SXC, SY.et . du repére de
Copernic.

Z7 Zc

Xt

S (soleil)

Xe

Laterre tourne autour du soleil en une année. C'est le mouverment orbital eliptique.

La durée 6 des expériences sur tere et tres fable devant la péiode du mouvement orbitd
dliptique (6 << 365 jours).

Par conségquent, on suppose que le mouvement de la terre autour du solell et rectiligne
uniforme au cours d'une expérience donnée.

Leréérentid Ry est donc considéré comme référentiel gdiléen. On peut dors écrire;

oM /R)=gM/R).
On définit auss le repére R appeé référentid du Laboratoire dont I'origine et un point L ala

surface de la terre, de latitude & e dont I'axe LZ, est perpendiculaire a la surface du sol
terrestre. R. et en mouvement de rotation par rapport au repere R. Cest le mouvement de
rotation de laterre sur dle-méme. R_ est un repére non gdiléen.

5) Loi fondamentale de la dynamigue dans un r éférentiel non galiléen.

Soient R un référentid gdliléen et R’ un référentie non gdliléen. R’ est mobile par rapport aR.

R et leréérentid absolu. R’ et le référentie relatif.

On désigne par g,(M) l'accdération du point M dans le repére R et par g, (M) l'accéération
du méme point danslerepére R..

Laloi de composition des accél érations donne:

0.(M)=g, (M) +g,(M) +g,(M).
Le principe fondamenta de la dynamique dans R sécrit:

A F e =mg, (M) =mg, (M) +mg, (M) +mg_ (M),



ol m est la masse du point m et é F e désigne la réaultante de toutes les forces extérieures
appliquées aM.

Danslerepere R, le principe fondamenta de la dynamique e,
mg, (M) =mg,(M) - mg (M) - mg,(M) =4 Fec+Fe+Fe.
Ou
F. estlaforce dinertie dentrainement,
F. estlaforcedinertie de Coriolisou complémentaire,

Dans le référentid non gdiléen, la loi fondamentde de la dynamique sécrit de la méme fagon
que dans le repere gdiléen acondition de tenir compte des forces dinertie F.e F..

6) Classification desforces.

a) Forcesréelles(ou extérieures):
Les forces réelles sont de deux types,
- Forcesadistance:
Exemple: - Force d'atraction universdle.
- Force électrostatique.
- Forces de contact:
Exemple - Force de frottement.
- Force dastique ( cas d'un ressort).
b) Forcesd'inertie (ou intérieure):
Ces la résstance que manifestent les corps au mouvement. Cette résstance et due a
leur masse. Se sont,
- Laforcedinertie dentrainement: Fe = - mae.
- Laforcedinertie de Coriadlis: Fo=- mg, .

Lesforces Fo e Fo n'‘apparai ssent que dans les repéres gdliléen.

7) Quantité de mouvement et moment cinétigue.
1) Déiinition:
Soit un point matérid M de masse m et de vecteur vitesse \7(M) dans un repere
R(O,xyz) quelconque.
- Laquantité de mouvement de M danslerepére R est
P(M) =V (M).
- Lemoment cinéique de M par rapport au point fixe O est:
So(M)=0M UP(M)=0M UmV(M).
- Le moment cinétique du point M par rapport a une droite (D), passant par O et de
vecteur unitaire U , et donnée par le scaaire,
Mp(P) =so(M)u.




2) Théoréme.
dP(M) _ d(mV(M))| _ V(M)
dt dt dt

, .
dP;tM) =mYM /R) = & Fo.
R

La dérivée par rgpport au temps de la quantité de mouvement n'est autre que la résultante des
forces extérieures appliquées ala particule M (e repére R est supposé gdliléen).
Dansle casou R n'est pas gdliléen:

=mg(M /R)

Donc

dP(M)

o =mg(M/R)=Q Fe«+F, +Fc.

2) Quantité d'accdération, moment dynamique, théoréme du moment
cinétigue.
a. Définition du vecteur guantité d'accélération.
On appd quantité d'accélération, é(M) , du point M par rapport aun repere R, le

produit de samasse m par son vecteur accélération é(M IR):

dP(M/R)
dt

R

b. Moment dynamique du point M par rapport au point fixe
0.

Le moment dynamique, ao(M/R), dune particule M par rapport a un fixe O,
dans un repére R, est par définition:
do(M/R) =OM UG(M /R).
c. Théoréme du moment cinétique.
dso(M)| _ d(©OM UmV(M))|
dt | it

R | R

Donc.  do(M/R) = dso(d'\t" R oM UmGM /R) =OM U3 Fe .
R

Le moment dynamique dune particule M, en un point fixe O, dans un repere gdiléen R ext
égal au moment, en ce point, de la résultante de toutes les forces appliquées aM.

GM/R) =mg(M /R) =

=V(M)UmV(M)+OM Umg(M /R).




CHAPITRE 111

TRAVAIL ET ENERGIE

I) Puissance et travail d'uneforce.
- La puissance ingantanée dun point matéried M est le produit scdaire de la résultante
desforces qui agissent sur M par la vitesse de ce point:

R=§ FV(M)  [Watg.
- Le traval démentare founi par un point maérie se déplacant dune quantité finie
doM , est donné par,
dw =8 F.dOM .

_—

dOM

Comme \7(M) = , hous écrivons  dW = é E.\7(M).dt = Rdt .

I1) Forces conservatives:. Energie potentielle.

- S ue force F ed consarvative, dors ele déive dune énergie potentidle E,. Donc
cette force peut sécrire:

F=-gradE,.

L'énergie potentielle n'est définie qu'aune congtante additive prés (grad (Cte) = 6).
- Pour gu'uneforce F it consarvative, il faut que:

rotF =0.
Travail d'une force conservative
Soit F uneforce conservative. Son travail &ant: dW = F.dOM .
Cette force est conservative, elle peut donc sécrire

.i._ fE,
i fx 1 dx
F =-gradE,= _}_-ﬂ:fp & dOM= fdy
e, it

‘,—'k'%- 1z

E E E
=- U 2 dx - 15, dy - I Pdz=-dE
fix Ty 1z
Le traval dune force conservative pour déplacer un point matérid et égd ala diminution de

son énergie potentielle.

p*

) Energiecinétique.

1) Définition:

L'énergie cinéique dune particule M de masse m et de vecteur vitesse V(M) et le
scaaire E; défini par:

E, :%mVZ(M).



2) Théoreme:
. , o — .
Le traval de la réaultate,  F , de toutes les forces (conservatives et non

consarveives) appliguées a un point maeérid M, dans un référentie
quelconque Ry, entre la pogtion initide A et la podtion finde B, et égde ala
vaiation de son énergie cinétique entre A et B

Démonstration:

Le travail de la résultante des forces, § F, quand la particule se déplace de la podtion A ala
position B, et

Wee B|PO = Qsé F.dM =m%dm = (‘jT1\7(|\/| / Ro)d\7(M IR)

Car dM =V (M /R,)dt
Donc
J(M°B)

_ 1 .2
V\/A®|3|p0 - Q(MOA)d(EmV (M/R,)),

e
Wi o|. =2mVZ(M © B)- TmVZ(M © A).
R 2 2
D’ou
WA®B = EC(B/RO) - EC(A/ Ro),
e
dW = dE. .

1)  Enérgie mécanigue.
1) Déinition.
On appd énergie mécanique (ou énergie totale) En(M/Ro) d'une particule M, la
somme de ses énergies cinétique E.(M/Ro) et potentielle E,(M/Ry) :

Em(M/Ro) = E-(M/Ro) + Ep(M/Ry)

2) Casd’un systéme conser vatif.

Définition.

Une particulle M conditue un systeme conservatif s les seules forces, gppliquées a
cette particule, qui travaillent au cours du mouvement, dérivent d’ un potentiel.

Dans ce cas, hous avons :

dw = -dE,.
D’autre part ,
dw = dE..
Donc
dE; = -dE;, ou d(E; +E,) = dEn = 0.
Par conséquent :

En = Cte.




L’énergie mécanique En(M/Rp), d'un systeme conservatif, reste constante au cours
du mouvement et conserve savdeur initide.

V) Sabilité d'un équilibre.

Soit un référentidd R(Oxyz), et soit un point maérid M soumis a des forces
consarvatives dont larésultante F :

Nous avons, F=- gradE,.
E

Donc, FX:-ﬂ e, F, =- : :
fix Ty 1z

S lepoint M ex al'équilibral_f =0 e par conséquent:

B, o . TE

ﬂEp _ﬂEp_ﬂEp — 14 . . ~ ..
= = =0. L'énergie potentielle est donc extremae (E, et minimae
ix Ty 1z
ou maximae).

On dit que I'équilibre est gtable quand le point M est soumis a une force de rappel
qui le raméne asa position d'équilibre. Dans le cas contraire, I'équilibre est dit instable.

a) Epminimale (équilibre stable).

Soit M la pogtion d'équilibre et M' et trés voisin de M.

Ona I'énergie potentielle en M', Ey(M"), est supé&rieure acelleen M, Ey(M).

Hors équilibre, la force exercée pour déplacer la particule de M vers M' et non
nulle. Son travail de M vers M' et donné par:

dW =F.dM =-dE, <0.

Laforce F e dors une force de rappel. Elle raméne la particule M a sa podtion
déquilibre.

b) Ener gie potentielle maximale (équilibr e instable).

Dans ce cas, I'énergie potentidle de la paticule en M' est inférieur a cdle en M. Donc
dE_ <O0.
p

Le travall démentaire effectuer par la force F pour déplacer la particule de la position M ala
position M'est: dW = F.dM =- dE, >0.
Par consequent laforce F tend ad oigner le point M de sa position d'équilibre.

Ml




CHAPITRE IV

MOUVEMENTSA FORCE CENTRALE

I) Définition

Uneforce F est centrade s saligne d'action passe constamment par un point O gppelé pdle.
Le vecteur position et laforce appliquée ala particule sont dors dirigés suivant le méme

vecteur unitaire e, relatif aux coordonnées polairesde M.
Nous avons dors,

OM =re;,
et
F=Fe (forceradide).

_— -

Donc le moment de laforce F par rapport au point O est: OM UF =0.

Exemples deforces centrales:
- Force dinteraction gravitationnelle entre deux massesm et M distantes der:

GmM -
e .
]

Ou G désigne la congtante d'atraction universdle.
- Force dinteraction éectrostatique entre deux particules de charges éectrostatiques o
et (p distantes der:

F=-

l_:' _ 1 qq
T e 2
4pe,
e, e lapermittivité du vide.
I1) Propriétés des mouvements aforce centrale.
- Lemoment cinétique de la particule M par rgpport aun point fixe O, dans un repere R,
est constant.

AeollID = oM UF =0.

R
Donc le moment cinétique de M sécrit:

So(M/R)=OM UmV(m/R) =mC =OM, UnV,(m/R),
ou M et \70(M / R) sont lapogtion et laviteseinitidesde M dansR.
S levecteur C est nul, alorsle vecteur vitase\7(M I R) et levecteur postion oM
sont pardldes. Le mouvement et dors rectiligne.
S levecteur C est non nul, les vecteurs pogition OM et vitesse \7(M I'R)
appatiennent aun plan perpendiculaireée . Latrgectoire du point M est aors plane.
- lesmouvements aforce centrae vérifient laloi des aires:

En effet, supposons que latrgectoire de laparticule M est Situé dans le plan (xOy)
d'un repére R(O,xyz), hous aurons,

er.




le vecteur postion OM =re, , le vecteur vitesse \/(M IR) = re +rj éj ele

vecteur moment cinétique So (M/R)=mr?j k. Laconstante des aires sécrit dlors,

C=r?j .

- L'énergie cinétique d'une particule M soumise aune force centrale est

E.(M)= %mv2 :%mCZ g(:j—_u)2 +u23. C'est la premiére formule de Binet.
ed u

Avec u=1/r.
- Laforce sexercant sur une particule est:
- . éd’u U- . .
F=mg(M/R)=- mCzuzé.dj—2 +ugg: . Cest la deuxiéme formule de Binet.
€ u

111 Champ Newtonien.

On congdere un axe polaire de référence Ox pris dans le plan de latrgectoire, et repéronsla
position du point matériel M par ses coordonnées polaires (r,0).

Un champ Newtonien est un champ de forces dont I'expression est de laforme:

F=- Lzér =- kLS. K est une congtante.
r r
S lacongtante k est positive, laforce est attractive.
S k est est négative laforce est répulsve.

Laforce F éant centrale, Donc,

1 -
jF=- mczuzg;I lj +uzer
% ed) a
T K 2
i F=-—=e =-ku“e
t r?
Par conséquent,
éd’u U
- mC%u® &= +ug = - ku’.
&di’ G
Lasolution u = 0 correspond ar infini et ne présente donc aucun intérét.
2
Il rete dors: d_lj+u: kz.
dj mC

C'est une équation différentielle du second ordre acoefficients et second membre congtants.
La solution générde de cette équation et la suivante:

L ko
u@ ) =u, cos(j Jo)+mCZ:



ou u,cosj -j,) estd solution del'‘équation sans membre et oy est lasolution
m

particuliére de I'équetion différentielle ci-dessus.
L es constantes W et Og sont déterminées apartir des conditionsinitiaes.
2
On pose P=£ ou bien E—Lz:ﬂg et e=Pu,,
K n1k| mC? s
aveca=+13 k>0, etd=-13k<0.

L'équation de latrgectoire de la particule M sécrit donc,

P
e+ecos( -j,)

u(i)=§cos(i -jo)+§ oubien 1 ) =

C'est I'équation en coordonneées polaires d'une conique de parametre P et d'excentricité e, dont
I'axe focd fat un angle 6y avec I'axe polaire et dont I'un des foyers col ncide avec le point O.

N.B.
Dans la suite de ce chapitre, nous prendrons 6p = 0 et &= +1 (cas des forces attractives
correspondant au mouvement des planetes et des satdllites du systéme solaire). L'équation de
latrgectoire se réduit donc a

P

rg)=———.
) 1+ ecosj

1) Recherche del'équation dela conique par la méhode géométrigue.

|V|1 K1
M
I P
.::.:' )
‘v >
F
« o ™ (D)= directricedela
conique
(®)
MF
L 'excentricité de la conique est donnéepar: e = MK
Donc MK ME T e rcosj .
e e
P
Or —=eedonch=—
h e
D'ou L:E-rCOSJ oubien r = P -
e e 1+ ecosj



2) Classification delatrajectoire de M enfonction de son excentricitée.
a e=0.
r(6) = P=R, latrgectoire de la particule est un cercle de centre O et de rayon
mC?

k /O%
N

Dans le cas dune orbite autour de laterre;
- Lepérigée et le point le plus rapproche de laterre. 1l correspond a6 = 0 et donc
l+e
- L'apogée et le point le plus doigné de laterre. 1l est donnépour 6 =8 et

R=P=

b) O0<e<1l LatrgectoiredeM est unedlipse.

min *

= P _,
R

max *

Dans le cas dune orbite autour du soleil:
- lepéihdie et le point le plus proche du soleil.
- L'agphdie et le point le plus doigné du solell.

M

e

m >
Apogée Hfoye) /perigee

M1 Ky
c) e=1 Latrgectoiredu point M est une parabole. M
__ P K
r= .
1+ cosj I P
P ‘J
L'angled=0corresponda r, :E’ F :
FM < / >
ege=——~=1.
MK h (D) =
Pour 6=0/2, P=r=FM;j.




d) e> 1. LatrgectoiredeM est une hyperbole.
Dans un tel cas, seule une branche de I'hyperbole

pourrait étre parcourue puisque le mobile ne
pourrait pas passer d'une branche al'autre.

3) Classfication delanaturedelatrajectoiredu point M en fonction de son énergie
mecanigue.

Soit une particule M, de masse m, soumise de lapart del'origine O d'un référentiel

gdiléen Ry auneforce dtractive:

- k-
F—-Fe.

Laforce F est conservative, elle peut donc sécrire:
F=- gradg, (M).

Danslabase (-ér ,€& ), nous avons.

kTR0

I

|

¥o=-1ﬂEﬂp—_(r) b E,(r) =indépendant dej .
A

L’ équation (1) montre que I’ énergie potentielle peut s écrire :
E (r)=- rE+cte

Lacondante et nulle 5 I énergie potentielle est nulle al’infini.
L’ énergie cinétique est déduite de la premiere formule de Binet :

EC(M):EmV2 :lmczg((]l—_u)2 +u23
2 € dj a

2
Avec
u_1_1+ecosj
r P
L’ énergie cinétique est dors,
1 _,ée” ., (l+ecosj)’u k , .
E.(M)=—mC°ag—9n)] +———1=—(€" +1+ 2ecosj ).
(M) 5 gﬁ J p? H 2P( i)
Car
2
mC _
P
L’ énergie potentielle,
EP:-E:-ku:-£(1+ecosj ).
r P

Finaement, I’ énergie mécanique du point M e,



Kk

E, =- — (- €%).
2P
Cette expression montre que E,, est constante et égale a

E, :lmvo2 K Cte
2 o

Les conditionsinitides ro €t Vo déterminent En € le moment cinétique So

(So=ro U Vo).

La nature de latrgectoire de la particule M dépendra donc de la vaeur de son énergie
mécanique En(M/Ry) :

e=0, E,=-k/l2P<0, latrgectoiredeM est un cercle.

0< e<1, -k/I2P<Ey<0,latrgectoirede M est une dlipse.
e=1, En=0, latrgectoire est une parabole.

e> 1, Ey, > 0latrgectoire de M est une hyperbole.

4) caractéristiques delatrajectoiredliptigue.

Soient: a=CA=CA'. ;
b=CB=CB. o ¢ 0 A
¢ =0C=0'C.

L’ équation de la conique est: B
P
1+ ecosj
] =0 P rmmzi.
l+e
P
=p P r_ =——.
J p max 1- e
Frin ¥ Minax —2a= + P p P=a(l- ).
l+e 1-e
rmln - rmalx :ZCZL- i P P:E(]-' e2).
1-e 1+e e
D’ou
c
e=—
Pour,
oo P P P
J =leb = —— = -
lt+ecosj, 1l-ecosa ¢ CC
arg

Donc,




2

c
P=r,-— b ry=a(l- ¢€)+ae’=a b r,=a

a

a’=b*+c’.

On en déduit encore que
b? c? c?
—=a-—=a(l- =)=a(l- e)=P.
a a a
Par conséguent,

2
p=2
a

IV) Troisemeloi de Kepler.
On considére une particule M soumise aune force atractive et dont |'énergie mécanique est
telle que:

- K e <o
2P

Latrgectoire du point M est dorsdliptique.
Avant déablir latroisémeloi de Kepler, nous rappelons ses deux premiereslois.

1%¢ |oi de Kepler:
Le mouvement d'un point matéried M et périodique de période T.

2°¢ |oi de Kepler:
Le rayon vecteur dans le cas dun mouvement aforce centrale baaye des aires égaes
pendant des intervalles de temps égaux:

C
S=—t+§S,.
> S
Lavitesse aréolaire du point M est:
OIS 1o B P ecAs=s-gy
dad 2 T T
Donc
AZ = (@)2 :C_2
T 4
aet b sont respectivement le demi-petit et le demi-grand axe de I'dlipse.
En tenant compte de
2
p= mC ’
k
nous écrivons,
,.2
a= Pk _gpebo
4m éT g
Sachant que,
2
Pl
a

NouS aurons,



2

shmp
k

3

IQEO

T?=

Q

C'est latroisiéme loi de Kepler.

Donc le carré de la période, T2, est proportionnelle au cube de demi-grand axe de
l'dlipse.

V) Satdllites artificiels.
1) Vitesse delibération V.
Soit un engin spatia de masse m tel que son énergie mécanique By, est:
1 GM; m)
0

Em :EmVOZ + ('
ou Mt désignelamasse delaterre et rp est ladistance de laterre al'engin.
D'autre part , I'énergie mécanique Sécrit,
E =- X (1-¢?). Avec k=GMrm
2P

Nous rappelons que,

- 9 Em<QO, latrgectoiredel'enginest circulaire ou dliptique (0 <e<1).

- 9 Em>0, latrgectoire du satellite et hyperbolique (e > 1).

- S Em=0 (e=1), latrgectoire du satdlite est parabolique. Ce qui correspond aune
viteseinitide V tdle que:

2GM
VO:/ =V,
0

V, est appelé vitesse delibération du satellite. Cette vitesse dépend de I'dtitude du
saedlite et du rayon de laterre.
Par conséguent,

- dlaviteseinitide del'engin est supérieure ou égae asa vitesse de libération, sa
trgjectoire est parabolique ou hyperbolique et donc celui-ci séoigne indéfiniment de
laterre.

- 9 0<V, <V, latrgectoire du satellite est fermée. Celle-ci est circulaire ou dliptique.

Exemples:
a) Auniveau du sol terrestre: r, » 6400km, donc V, »11.2km/ s.

b) Auniveau du sol lunaire r, »1700km , cequi correspond aV, » 2.4km/s.

Cette derniére vitesse est comparable ala vitesse de I'agjtation thermique des molécules
gazeuses, ce qui explique I'absence de I'atmosphere au niveau delalune.

2) Misesur orbited'un satellite.
C'est une opération qui se déroule en deux étapes.
i) Lancement apartir dune station terrestre A.
En A, lelancement sefat avec une vitesse 0 <V, <V, ( c'est laphase bdistique).

B




i) Lasatellisation (mise sur orbite) se fait en B gréce aune deuxieme accélération qui
fournira|'accroissement nécessaire de la vitesse.
B est générdement le périgée de l'dlipse.

V1) Satellite géostationnaire.
Un satdllite géodtationnaire et un satellite qui parait fixe pour un observateur terrestre,
C'est donc un engin qui alaméme vitesse de rotation que celle de laterre.
Le principe fondamenta de la dynamique

donne:
F=M&M) Y’
Qui setraduit par, ; AZr 7
EM: g =mYe (aforced
mogtmg=m-o (aforcede  }
0 0 . e N A ,
gravitation équilibre laforce centrifuge). Sad“t?.f"'" X
Donc, A
GM, _V /1)
V= L=—, cequi e
ro «/E YT
- W Terg. ..y
correspond bien &V, <V . X a e

V1) Atome d'hydr ogene. Modéele de BOHR.

L 'atome d'hydrogene est formé d'un éectron

qui tourne autour d'un proton.

Classiquement, cet dectron doit perdre de I'énergie
Sous forme de rayonnement éectromagnétique et
"tombe" sur le proton. Or cette Stuation ne se
Produit pas.

M odéle de Bohr (modéle semi-classique).

Bohr a supposé que I'dectron tourne autour du proton sur des orbites circulaires ayant des
rayons bien définis, et il postule:

Le moment cinétique de I'éectron par rapport au centre du cercle sécrit.

Sy = nL =nh.
2p
Ou N est un entier naturd nonnul & h » 6.62” 10°** J.s et la constante de Planck.

Calcul desrayons des cercles de Bohr:

Nous avons,
so:nL:mVr b r:n—h.i,
2p 2p mV
d'une part.
D'autre part,

Le principe fondamenta de la dynamique appliqué
al'dectron est:




Finalement, le rayon de I'orbite de I'éectron est:

Pour 1% orbitede Bohr: n=1, r, » 0.53 A. (1,00\:10‘10m).
Pourn=2,r,=4"r,.

Calcul del'énergie E del'é@ectron sur les orbites de Bohr:

Ona E:-L.
2P(1- €%)
k H
Danslecasducecle(e =0): E=-—, avec P=— ,
2P mk
2
Donc E=- L .
2s;

L'éectron est soumis de la part du proton aune force éectrostatique:
F,=(ac¢g 1.
dog, r°

F . uneforce newtonienne avec k =

2

q .
4pe,

D'ou, I'énergie de I'éectron sécrit,
_ . mg* 14p® _ mg* 1
E=- — =- —.
16ep® 2n*h*  8elp® n’
Donc I'énergie de la particule dépend de I'entier n et Sécrit,

E=E() p E, = Cteiz.
n

On pose

hRc
n

Constantes numériques:

E =-

4
R= rr;c:] — =1.0973" 10"m"*. (constante de Rhydberg).

C
c=3710"m/s. (cdéitédelalumiére)

e, =8.86" 10 *F /m. (permittivitédu vide).
m=0.9" 10*kg. (massedel'éectron).

Pourn=1: E =-136¢V.
Poun=2: E, =



CHAPITRE 5:

OSCILLATEURSHARMONIQUES.

A) Oscillateurslibres.
I) Définition:
Un oscillateur harmonique est tout systéme mécanique dont la position (t), la vitesse

2
—dZEt) et l'accdération d d?§t) sont des fonctions sinusoi” dales du temps.

Lavariable g(t) obeit alardation:

2

LI wiq = 0.
C'est une équation différentielle linéaire du second ordre acoefficients congants et sans
second membre. Son équation caractéristique est:

r’+w; =0.

La solution de cette égquetion et delaforme:

q(t) = Asn(wt +j ) ou q(t) = Acos(wyt +j ),

ou A, w, et 6 sont, respectivement, I'amplitude, la pulsation et la phase de I'ocillation.

A et 6 sont déterminées apartir des conditions initiaes.

Lapériode de I'oscillation est définie par: T:E,etlafréquencepar: f :?1.

0
I1) Systéme masse-ressort.
a) masse au r epos.
Soit un ressort de masse supposee négligeable devant lamasse m qui lui est accrochée.

O]

A I'équilibre, le principe fondamenta de la dynamique appliqué ala masse m sécrit:
P+T =0.

P et le poids de lamasse m.

T etlaforcede rappel du ressort.

La projection de I'équation vectoridle ci-dessus sur I'axe Oz donne: mg+T=0.
T=-K(zo-lp) (loi de Hooke). lp est lalongueur du ressort avide est z est lalongueur de
cdui-ci al'équilibre. K est la constante de raideur (ou déasticité) du ressort.

D'ou mg = K(zo-lo).




b) M asse en mouvement.

Dans ce cas, |lamasse m sera repérée par rapport al'axe Oz par z(t). L'éguation du
mouvement de lamasse m est:

mg - K(z(t)- 1,) =mz(t), qui peut encore sécrie:

mg- K(z(t)- z,+2, - 1,) =mg- K(z, - 1,)- K(z(t) - z,) = mz(t).
Il reste:
- K
z+—(z-2)=0. (D
m

Posons Z=z-17.
L'équation (1) devient:

7+K7-0. 2)
m

Z désigne I'écart par rapport ala position d'équilibre.

c) Energie mécanique.
Lesdeux forces P et T mises eu jeu sont conservatives:
PetT sont portées par |'axe Oz:

-

rotP =rotT = 0.
Doy P=-NE, e T=-RE
Les énergies potentielles E,, et E, dont derivent lesforces PeT sont respectivement:

2
Ey=-moze A @ B, =K 1zt A) T (2 L)+ A,
A1, Az et Az sont des constantes diintégretion.
L'énergie potentielle du systeme est:
E. =E, +E, :-mgz+§(z- 1,)>+A,. Avec A= Aj+As.

Pour déterminer la constante A4, on prendral’ énergie potentielle E, nulle al’ équilibre :
Ex(20) =0 donne::

K
A4 =mgz, - E(Zo’ lo)z-
D’ou,
1 1
E . ==K(z- z,)* ==KZ%.

P75 (z- 7) >

L’ énergie cinétique du systeme est :
E :lmvz :lmZZ.

2 2

C

Le systéme masse-ressort est un systeme conservatif. Son énergie mécanique reste constante.
Donc :

E, =E, +E, :%m22+%KZZ = Cte

D’ou



A mz7rkzZ =0,
dt

7+8 720,
m
qui peut S écrire auss,
Z+wWZ =0. 2
Lapulsation de I'oscillateur libre est:
YRS
m
Lasolution de !’ équation (2) est delaforme : Z(t) = Asn(wot +j ).
Par conséquent, |’ énergie mécanique du systeme masse-ressort S écrit :
E_ =Lpme
2
Cette énergie et proportionnelle au carré de I’ amplitude des oscillations.
La période des oscillations est indépendante de I’ amplitude A et S écrit :

T= ZpX/E.

[11) Pendule smple.
On conddére un fil inextensible de masse négligeable par rapport am. La masse est accrochée
al’unedes extrémités du fil, I autre extrémité est fixée en un point O.

a) Penduleal équilibre.

O
B A _
A I"équilibre, lasomme vectoridlle du poids P T
delamasse m et delatension T dufil es nulle: .m
P+T =0, PV
b) Pendule horséguilibre.
0
Le principe fondamentd de la dynamique T
Sécrit : q
P+T=mg n t
Laprojection de cette équation vectoridlle sur
les axes du triedre de Serret-Frenet donne P

les deux équations scalaires suivantes.



@

TT mg cosg = mg, = mvl— (2

i mgsng=mg, = M— =M—;-
|
i

Ou S et I"abscisse curviligne du mouvement. L est lalongueur du fil = rayon de courbure de
latrgectoire de laparticule.
Dans e cas desfaibles oscillations, sng voisn de g, I’ équation (1) donne :

d+%q =0.

Cette équation différentielle a pour solution: q(t) = sn(wot +j ).

\/\/0:\/@’ a T:Z_p:2p\/§
I A I

To désigne lapériode des oscillations.

B) Oscillateursamortis par un frottement fluide.
Dans cette partie, nous tenons compte des forces de frottement de la masse avec lefluide.
Il existe deux types de frottements :
- Frottements solides ou la force de frottement est une constante.
- Frottements fluides (ou visqueux) ol laforce de frottement est proportionnelle au
vecteur vitesse de lamasse m.
Fr=-K'V.
K’ et le coefficient de frottement. K’ est pogitif.
Lesgne (-) qui apparait dans |’ expression de laforce de frottement traduit le fait que cette
force s oppose au mouvement.
Dansle cas unidimensonne, nous avons

V = zk
Le principe fondamenta de la dynamique appliqué au systéme masse-ressort amorti par un
frottement fluide est :
K'. K

mz=-KZ-K'Z b z+—Z7Z+—~7=0.
m m

C' et une éguation différentielle du second ordre, linéaire, acoefficients constants et sans
second membre,

On pose:
L W, avec wj,= pulsation propre de |'oscillateur,
m
e K oow, ou & estlecosficent damortissement.
m

L 'équation différentielle du mouvement du point M devient dors.

Z+2lw, Z+WZ =0 ,
dont I'équation caractéritique est:
2+ 2l wr +w; =0.
Le discriminant de cette équationest: D'=wg (1% - 1).



Nous avons donc trois cas adistinguer:

a) A'>0(oué>1):
Les deux racines de I'équation caractéristique ci-dessus sont:

bro=-Tw +w/12- 1.
|
fry=-1w, - wa/l2-1.

Lasolution de I'équation du mouvement du point M est donc,
AZQ)

Z(t) = e | Al 4 el |

A+B
A et B sont des constantes adéterminer
apartir des conditionsinitiaes.
Quandt® ¥, Z(t)® 0.

(

Danscecas, il ny apas doscillations autour O t
de la position d'équilibre. Il 'y aretour al'équilibre
gpres un temps suffisamment grand.
Lerégime est apériodique.
b) A'=0(oué=1):
) ( ) AZ®Y)

r,=r, =r=-w,.

Lasolution de I'équation différentidle

du mouvement et: D]
Z(t) =e"*(Ct+ D).

Dans ce cas, le retour al'équilibre sefait

De maniére plus rapide que dans le régime apériodique. 0

Cest le régime apériodique-critique.

~v

) A'<0O(ou 0<é<1):
Lesracines de I'équation caractéristique sont:

fro=-1wg +ing/1- 12 =- 1wy, +iw.
|
Fr,=-lw - iwl- 12=-1w,-iw

Oui est le nombre complexe (i* =- 1) e w=w,+/1- | > désigne la pseudo-période de
I'oscillateur éudié,
Lasolution Z(t) sécrit dors:
Z(t) =" (Ce™M +Ce™).
C; et C, sont des congtantes qu'on déterminera apartir des conditionsinitiaes.
Cette solution peut encore sécrire sous laforme,

Z(t) =e " A dn(wt +j ).
Ae ' et 0 sont respectivement I'amplitude et |a phase de I'ocillation.
Lerégimeest pseudo-périodique.



L a pseudo- période des oscillations est:

TO
N

avec T, = E. (To est lapulsation
W,

Ou bien, T=

propre de I'oscillateur).

La pseudo- période est donc

Supérieure ala période propre
del'oscillateur (T > To).

A1

A19n0

Décr ément logarithmique.
Nous avons:

Z(t)y=e " A Sn(WL+j ),
et
Z(t+T) =" DA dn( Wt +j ).
On défini le décrément logarithmique & par le rapport  suivant:

e—d = Z(t+T) :e—lwot.
Z(t)
Donc,
d=lwT = In(%).

Le décrément logarithmique caractérise la décroissance des élongations achague période.

Remarque:
Le décrément logarithmique peut auss sécrire,

» 1 2pl
d=lwT=lw.— = .
" "W A1-12 14172



CHAPITRE 6.

CHOCSDE DEUX PARTICULES.

D) Définition.

On gppelle choc ou collison entre deux particules, toute interaction qui entraine une
vaiation brusque e finie des vecteurs vitesses des deux particules pendant un temps tres
court.

1)) Conservation de la guantité de mouvement.

Soient m et m les masses respectives des particules My et M, dans un référentid gdiléen

Ro. et soient:

- V1 eV, lesvitesses respectivesde M; et M, dansle repére Ry avant le choc.
- V'1 et V', lesvitesses respectivesde M1 et M, dans le repére Ry aprésle choc.

- Fu e Fi, les forces transitoires appliquées respectivement a M1 et a My
uniquement pendant e choc.

Les forces de réaction Fo e Fo qui apparaissent pendant le choc sont trés importantes,
comparées aux forces extérieures appliquée aM et M.

Hypothése fondamentale:
On admettra que les forces Fu & Fi véifient le principe daction et de la réection:
E21 + E21 = 6

D'ol E21+E21 _ dP: +dP2 _ d(P: +P2) :6.
dt dt dt
Donc
P, +P,=P,+P',=Cte, (1)
avec

I_:Sl = I’Tl\71, I_:Sz = m2\72 , I_:S'l: ml\7'1 e l_:;lz = m2\7'2.
L'équation (1) montre que la quantité de mouvement du systéme (S), formé de M; et de My, se
consarve (quantité de mouvement du systéme est laméme avart et apres le choc).

Remarque:
Au moment de la collison entre les particules My et M, , les forces extérieures au systéme

(S sont genérdement négligeables devant les forces intérieures a ce systéme que sont les
forces de contact. (S) peut dors étre consdéré comme systéme isolé.

Dans le cas dun systeme isolé, le principe fondamenta de la dynamique appliqué a cdui-c
dansle repére Ry est comme suit:

_ - - dp -
8 Fe =mg(S) = (m +m,)g(S) =4~ =0
Donc,
I_:S = Bl + Ez = I_:Sll"'l_:slz = C—te



1) Collisons édastiques et inédlastiques:

a) Coallisions éastigues:

Par ddfinition, la collison entre deux paticules M; e de M, et dite pafatement
dadique S I'énergie cinétique du systeme(S) des deux particules avant le chocs est égde a
I'énergie cinétique totale de ce systeme aprés e choc.

Nous avons alors.

1 1 1 o 1 ,
Ernl\/lz +Esz22 :Ernlvlz-'-EmZV 5.

b) Coallison inélastigue:

Dans ce cas, il ny a pas de consarvaion de I'énergie cinétigue du systéme durant la
collison.

Le bilan énergétique sécrit:

1 1 1 1
SV SV, = oMY I mVL U,
ou
U est lavariation de I'énergie cinétique du systéme(S) avant et gpres le choc.
S U <0, le systéme absorbe de I'énergie (le choc est endoénergétique ).
S U >0, le systeme cede de I'énergie (Ie choc est exoénergétique).

¢) Choc mou.
- Avant le choc, la particule My a la masse m et la vutesse V, et la paticule My ala

masse m, et lavitesse V.
- Aprés le choc, les deux masses M; et M, condtituent un seul corps de masse (ny + )

et devitesse V .
Laconsarvation de la quantité de mouvement sécrit dans ce cas,
mV:+mV, =(m+m) V.
Au cours de la collison I'énergie cinétique n'est pas conservée. Les pertes gpparaissent
sous forme de chaeur, de déformation, ...

d) Coefficient derestitution.
Le coefficient de redtitution (ou déadticité) e est le nombre, compris entre O et 1, défini par
le rapport des vitesses relatives de la particule M, par rapport ala particule My (ou de M; par
rapport aM>) apres le choc, soit:

V-V,
Vi-V,
- S e=0,lechoc est mou.

- S e=1, lechoces dagtique.
- S 0<e<1,lechoc est indagtique (ou intermédiaire).

e=

1)) Exemples de choc dlastigues.
On consdére un systéme (S) de deux particules M1 et M, de masses respectives m et m,

dont lesvitesses V; et V, avant le choc deviennent \7'1 et \7'2 apresle choc.




La consarvation de la quantité de mouvement (éguation vectoridle) et la conservation de
I'énergie cinétique du systéme (S) donnent quatre équations scaaires pour les Sx composantes
des vitesses inconnues. Les Sx inconnues sont en générd les Six composantes des vitesses
V', e \7'2. Il faut dors fournir dautres indicaions supplémentaires pour avoir autant
dinconnues que d'équations scalaires.

1) Collison éastique directe de deux particules.
Un choc entre deux particules My et M, et appeé "direct”, "frontd" ou de "plein fouet" 9

les vitesses avant et gprés le choc, Vi, Vs, \_/"1 et \7'2 sont colinéaires.
Dans ce cas, hous aurons deux éguations adeux inconnues.

-}- ml\_/l + mz\_/2 = m1\_/"1-”]’]2\_/)'2

I
Iimv2 +1m2V2 :lm,V'2+£m2V'2
12 1 ! 2

2) Collision detype boules de billard.

Supposons que la particule M; est animée dune vitesse Vi juste avant le choc, dans le
repere gdiléen R, et que la particule M, soit immobile. On dit que les particules My et My
subissent un choc dagique de type boules de hbillard, S agpres le choc, leurs vitesses

respectives font desangles e, et & avec ladirection de Vi.

X _.n
M1 1
y
v *
1 9] >
’X © >Q2 y
M1 Mo
Avant le choc M- \Z
Apres|le choc

- Consrvation de la quantité de mouvement et de I'énergie cinétique du systeme (S)
avant et gprés le choc:

iml\h = le:1 + mz\/)'2
fmVZ = myZ+mv
Laprojection de I'équation vectorielle ci-dessus sur les trois axes de Ry donne;
imV, =mV' cosq +m)\V', cosq,
% 0O=mV'sng +m\V',snq,
fmV2 = my2emy s



Nous avons donc trois équations pour quatre inconnues (V', V', ,q, & q,).
Pour avoir le nombre déquations nécessaires a la recherche des inconnues, nous
introduisons |e parametre dimpact P.
Le paramétre P et la distance qui sé&pare, au moment du choc, le centre de la particule My
de I'axe Oxo.
Le paramétre dimpact P est donnée par:
P=0OH =2rsna =2r|snq|.
r est lerayon de M1 et M» identiques.
Ladonnée de P permet de résoudre |e probleme du nombre d'inconnues.

2 R
(L




