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6. Cours 6: Anneau des polynoémes

6.1. L’ensemble des polynémes a une indéterminée

6.1.1.Définitions: Soit (A, +,.) un anneau unitaire et commutatif

On appelle polynéme o une indéterminée o coefficients dans A toutes écriture
algebrique de la forme ag + a1 X' + ... + a1 X" 1+ a, X" + ...

ou les a; sont des éléments de A, et sont nuls sauf un nombre fini.

Si on note P ce polynome, alors:

* X est appelé lindéterminée et les a; sont appelés les coefficients de P.

* Le plus grand indice n vérifiant a, # 0 (sl existe) est appelé degré de P et
est noté deg P et dans ce cas le terme a, X" est appelé terme dominant de P.

* i le coefficient du terme dominant d’un polynéme est égal a 1 le polynome
est dit unitaire

* Si tous les coefficients sont nuls le polynome est appelé polynéme nul et est
noté 0 et par convention deg( = —oo

* Chaque élément ay de A est un polynéme, appelé polynéme constant.

L’ensemble des polyndémes a une indéterminée a coefficients dans A est noté
A[X]
6.1.2.Remarques: 1) Dans un polynéme, on omet souvent les a;X* pour les a;
nuls et on I’écrit suivant les puissances décroissantes de X.

2) On écrit souvent, X au lieu de X' et X™ au lieu de 1.X™.

3) Deux polynémes P = ag + a; X' + ... + ap, 1 X" 1 +a, X"+ ... et Q =
bo+bi X+ .. +b, 1 X"+ b, X"+ ... sont égaux s’ils ont les mémes coefficients.
C.a.d: P=(Q ssipourtout i€ N: a; =0,

Exemple 1: P = X" — 1 (ou n € N*) est un polyndome unitaire de degré
n a coefficients dans Z, c.a.d P € Z[X]. Le terme dominant de P est X" et



ses coefficients sont (—1,0,...,0,1,0,...,0,...) tous les coefficients sont nuls sauf
ag=—1leta, =1

Exemple 2: Q = 2X% — /5X est un polyndome non unitaire de degré 3
a coefficients dans R, c.a.d Q € R[X]. Le terme dominant de Q est 2X?3 et
ses coefficients sont (0, —/5,0,2,0,...,0, ) tous les coefficients sont nuls sauf
a; = —Vvo et azg = 2.

Exemple 3: S = 4 + 2i est un polyndéme non unitaire de degré 0 (polynome
constant) a coefficients dans C, c.a.d S € C[X]. Le terme dominant de S est
4 + 2i et ses coeflicients sont (4 + 21,0, ..., 0, ...) tous les coefficients sont nuls sauf
ag = 4 4 23.

6.2. Opérations sur ’ensemble A [X]

6.2.1.Définitions: Soient P =ag+ a1 X' + ... + a1 X" 1+ a, X"+ ... et Q =
bo+ 01 Xt + .+ b, 1 X"+ 0, X" + ... deux polynomes de A[X]
On définit la somme P + Q et le produit P.Q) par:
P+Q = (ag+by)+ (a1 +b) X+ oo+ (ap_1 + bp1) X" 1+ (a, +0,) X™ + ...

PQ = ( > ai.bj) + < > ai.bj> X 4+ .+ ( > ai.b]) Xy ( > a,-.bj> X"+ ...

i+j=0 itj=1 itj=n—1 i+j=n

0
6.2.2.Remarque: 1) Co = Z ai.b]‘ = ao.bo = Zai.bo_i
1+j=0 1=0
1
Ccl = Z ai.bj = ao.b1 + al.bo = Zai.bl_i
i+j=1 =0

n—1
Cp—1 = Z ai.bj = a()-bn—l + al.bn_g + ...+ an_l.bo = Zai.bn_l_i
i+j=n—1 i=0

Cp = Z CLi.bj = ag.bn + al.bn_l + ...+ an.bo = Zai.bn_i
i+j=n i=0

2) Pour énoncer la proposition suivante, on adopte la convention suivante:
Pour tout n € N : n+ (—o00) = (—00) + n = —o0, —00 < n
et (—o0) + (—o0) = —o0

6.2.3.Proposition: Soient P et () deuz polynémes de A[X], alors:

deg (P + Q) < max (deg P,deg Q) et deg(P.Q) < deg P + deg @

et si A est intégre, alors deg (P.QQ) = deg P + deg @)
Preuve: Notonsn =deg Pet m =degQ et P =ag+a1 X' +...+a, 1 X" 1+



an X" et Q =by+ b X'+ ...+ bp 1 X"+ b, X"

1) Si 'un des polynomes est nul, par exemple P = 0, alors P+ Q = @ et
P.QQ =0 ainsi deg (P + @) = deg @ = max (—o0, deg Q) = max (deg P, deg Q)

deg (P.Q) = —00 = —c0 + deg Q) = deg P + deg Q

2) Si aucun des polydomes P et ) n’est nul, alors

2.1) Les coefficients de P + @ sont tous nuls apres le rang max (n,m) donc
deg (P + @) < max (n, m) = max (deg P, deg Q)

2.2) Les coefficients ¢, = ) a;.b; de P.Q) vérifient pour tout k € N*:

i+j=k
C(n+m)+k = Z aibj = gobn—&—m—i-k + ...+ anbm+;3 + gn—i-lbm—i-k—l + ...+ an+m+kbg
i+j=n+m+k ~ ~-
dans ce terme tous les b; sont nuls dans ce terme tous les a; sont nuls
=0
Ainsi deg (P.QQ) < n+m = deg P + deg Q.
Cntm = Z CLZ‘.bj = gO-bn—i-m + ...+ an_l.berL + an.bm + gn—l-l-bm—l + ...+ CLn+m.b0
i+j=n+m ~~ ~~
dans ce terme tous les b; sont nuls dans ce terme tous les a; sont nuls
= a,.b,

Si A est un anneau integre, alors ¢, = a,.b,, # 0 car a,, # 0 et b,, # 0.
Dot deg (P.Q) =n+m =deg P+ deg@. &

Exemple 1: Dans Q [X], soient les polynomes:

P=3X*-1 = 3X2+0X —1et
Q:%X3—|—4X:%X3+0X2—I—4X—i—0 alors

P+Q =0+3)X*+(B+0) X2+ (0+4) X+ (-140) et

1X?’ 3X?2+4X -1

PQ = ((( 1) x 0)+ (0x0)+ (3x2)+(0x0)+(0x4)+(0x0)) X°
+(((—1)><0) (0x )+ (3x0)+(0x4)+(0x0))X*
+(((-1) x ) +(0x0)+ (3x4)+(0x0)) X?

(((—1) % 0) 4 (0 x 4) + (3 x 0)) X2
+((~1) x44+0x0) X
+ ((=1) x 0)
— 3X5 L OX* - BXP 4 0X2—4X +0 =3X5 - BX® _4X
Exemple 2: Dans Z/GZ[ ] soient les polynomes:

P=3X2-1 =3X240X—1et

Q:4X2+2X:4X2+2X—|—Oalors

P+@Q =(§+ZL>X2+(6+§)X+(—1+6) et
— X2 42X 1



PO = (((—1).>< 0).+< >f0>.+( f4>.+ (0f2>.+ (0><0))X4
H(((-1) % 0) # (0 2) + (32) + (0 0) ) x°
H(((1) %)+ (0x2) + (3x0)) ¥
+<((:1) ><.2> +(6x0)) x
+((-1) x0)

= 0X* +0X? — 4X? — 2X = —4X2 — 2X
On remarque dans cet exemple que deg (P.QQ) < deg P + deg (@, c’est parceque

Z/ez n'est pas inteégre.

6.2.4.Théoreme: (A[X],+,.) est un anneau unitaire commutatif.

Preuve:

1) Montrons que (A [X],+) est un groupe.

L’addition des polyomes + est clairement une lois de composition interne as-
sociative et commutative, car 'addition + D’est sur A.

On vérifie facilement que le polynéme nul 0 est I’élément neutre et que —P =

(—ap) + (—ay) X1 + ...+

(—an_1) X" P+ (—a,) X" + ... est le symétrique de P =

ag+ a1 X'+ ...+ a1 X"+ a, X" + ... pour addition des polynomes.

Par conséquent (A [X],+) est un groupe commutatif.

2) Pour la multiplication des polynémes qui est cailrement une lois interne,
prenons P = po +p1 X+ oo+ pp i X0, X4+, Q = g+ X+ L+

qm—leil + Qme + ..

et S=s04+ X' + ...+ 5,1 X5, X+

et notons respectivement les coefficients de (P.QQ).S, P.(Q.S), P.Q, Q.S par

((P.Q).5), (P.(Q.59)),, (P.Q) et (Q.5),, alors (P.Q), = > pi-q

= > q-pi = (Q.P),

j+i=l

i+j=l

et P.(Q = Q).P, car ils ont les mémes coefficients, d’otl la commutativité de la mul-

tiplication.

(PQ).5), = X

r+k=I

>

r+k=I

i+r=I[

2.

i+r=I

Z Di- (Q-S)r = Z Di-

(P-Q)r S = Z

r+k=I

( Z pi'%) Sk
i+j=r

( > Pz’-%’-«%)
itjth=r+k

> Pidj-s,

itjt+k=l

Z 4;-3,

VR

i+r=l Jjt+k=r
Yo PGS, | = XD Pigys,
i+j+k=itr itj+k=l
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alors (P.QQ) .S = P.(Q.S) car ils ont les mémes coefficients, d’ou 'associativité de
la multiplication.

((P+Q)S)l = Z (P+Q)7"Sk: Z (PT+QT)'Sk

r+k=l r+k=Il
= > Pus,+ Y Qs = (P95),+(Q.9),
r+k=l r+k=l

alors (P+ Q).S = P.S 4+ Q.S, car ils ont les mémes coefficients, d’ou la distribu-
tivité de la multiplication par rapport a l’addition.

L’anneau A est unitaire d’élément unité 1, alors I'anneau A [X] est aussi uni-
taire d’élément unité 1.

Par suite (A [X],+,.) est un anneau commutatif et unitaire. MW
6.2.5.Proposition: Si A est un anneau intégre, alors (A[X],+,.) est un anneau
ntégre

Preuve: Si P.Q) = 0 alors deg (P.QQ) = deg0 = —o0, donc d’aprés Prop.6.2.3
, on conclut que deg P + deg() = —oo, alors ou bien deg P = —oo ou bien
deg@)Q =—x,cadP=0ou@ =01

6.3. Arithmétique dans A [X]

Dans la suite, on suppose que A est un anneau commutatif, unitaire et intégre.

6.3.1. Divisibilité:

Soient P, B deux polynomes de A [X]
On dit que B divise P, s’il exite QQ € A[X] tel que P = Q.B
Exemple 1: Tout élément inversible a de 'anneau A divise tout polynéme P

de A[X] En effet: P =a.(a 'P)
Exemple 2: Tout polynéme P divise le polynéme nul 0 En effet: 0 =0.P
Exemple 3: X + 1 divise X? + X En effet: X? 4+ X = X (X +1)

6.3.1.1 Remarques:
R1) 0 ne divise que 0, et les seuls diviseurs de 1 sont les éléments inversibles de
A, qui sont aussi les seuls éléments inversibles dans A [X].

(sil= @B, alors 0 = deg1 = deg @ + deg B, d’ou deg ) = deg B = 0 donc
Q = qo et B = by avec 1 = qopbp)
R2) Si B divise P, on dit aussi que P est un multiple de B.
R3) Si B divise P et P # 0 , alors degB < degP (P = Q.B et degP =
deg @ + deg B)



6.3.1.2 Proposition: Soient P et B deuz polynomes de A[X]
i) B divise P , si et seulement, si P.A[X] C B.A[X]
ii) P = AB (X un élément inversible de A) , si et seulement, si P.A[X] = B.A[X]
(Les polynémes P et B sont dits associés, si P = AB ou A est un élément inversible
de A).

Preuve: i) Evidente

Pour montrer ii), il suffit de remarquer que P.A [X] = B.A[X] et équivalente,
d’aprés i) & P = Q1.B et B = (@Q2.P dou P (1 — Q1.Q2) = 0 et comme A [X] est
integre (voir Prop.6.2.5), alors P =0 ou @1.Q2 =1

*SiP=0,alors B=0et P=1.B

*SiQ1.Q2 = 1, alors Q1 et Q2 sont inverse I'un de autre, alors Q1 = A € A
et Qs = A\7' donc P = AB ol A est un élément inversible de A.

Il est clair que si P = AB, alors B = A"'P d’ou B divise P et P divise B.

6.3.2. Division euclidienne dans A [X] :

Soient P, B deux polynomes de A[X]
Si le coefficient du terme dominant de B est inversible dans A, alors il existe un
couple (Q,R) € A[X]? tels que

P=QB+R et deg R < deg B

Preuve: a) Pour montrer 'existence, on a deux cas.

a.1) Si P =0, alors P = Q.B+ R avec Q = R = 0, ce qui vérifie —co =
deg R < deg B (deg B >0 car B #0)

a.2) Si P # 0, et degP = n et deg B = m, alors P = py + p1 X + ... + p, X"
et B=by+ b X + ...+ b, X™

Raisonnons par récurrence sur n.

*Sin =0, on a deux cas

1°"cas: m = 0, alors P = pg et B = by d'ott P = Q.B + R avec Q = pob,* et
R =0, ce qui vérifie —oo = deg R < deg B = 0)

2¢mecqs: m > 0, alors P =py doit P = Q.B+ R avec Q =0 et R = P, ce qui
vérifie 0 = deg R < deg B)

* Supposons le théoréme démontré pour tous les polynomes de degré inférieur
ou égal a n — 1 et montrons qu’il reste vrai pour les polynémes de degré n.

on a deux cas

1"cas: m > n, alors P = Q.B+ P avec Q = 0 et R = P, ce qui vérifie
n =deg R < deg B =m)



20mecas: m < n, alors P = P — a,b;* X" ™.B est de degré inférieur ou égal &
n — 1, alors d’aprés 'hypothése de récurrence P = QB + R avec deg R < deg B

par conséquent P = P + a,b,'X"™.B = (Q+ a,b,'X"™™) B + R donc
P=Q.B+Ravec Q=Q +a,b;' X" ™ et R = R, ce qui vérifie deg R < deg B)

b) Pour montrer 'unicité, on suppose que P = Q. B+ R = Q1.8 + Ry tels que
deg R < deg B et deg R; < deg B.

Alors (Q — Q1) .B = (R; — R) et par passage aux degrés, on obtient deg (Q — Q1)+
deg B = deg (R — R) < max (deg Ry,deg R) < deg B, d’ou deg (@) — Q1) = —o0,
ainsi () — Q1 = 0 et par suite R —R=01

6.3.2.1 Remarque: La preuve précédente montre que la division euclidienne
de P par B, se raméne a la division euclidienne de P par B, avec deg P < deg P,
ceci est la base d'un procédé itératif appelé algorithme de la division euclidienne
des polynomes.
Exemple 1: Divison P = 3X® — 2X® —5X? + 1 par B=2X*+ 1X? - X
3X° +0X* —2X3 —5X? 40X +1 | X3 +2X? - X 40
—12X*+4X° —5X?+0X +1 | 6X% — 24X + 104
52X3 —29X? +0X +1
—237X?% +104X + 1
donc le quotient Q = 6X? — 24X + 104 et le reste R = —237X? + 104X + 1

6.3.3. Idéaux de A [X]

Un idéal de (A [X],+,.) est un sous ensemble non vide I de A [X] vérifiant

1) I contient le polynéme nul 0 et pour tous P,Q € [ : P—-Q € I

2) Pour tous P€ A[X]et Qe l: PQel

(voir cours 4.Propo.4.2.6.1 )

Exemple 1: On peut facilement vérifier que les ensembles B.A [X] sont des
idéaux de (A[X],+,.) (ou B est un polyndme)

6.3.3.1.Théoréme: Soit K un corps commutatif, alors pour tout idéal I de
(K [X],+,.) il existe un polynome B unitaire ou nul tel que I = B.K [X]

Preuve:

1¢" cas: Si [ = {0}, alors I = 0.K [X] et 0 est 'unique polyndéme B vérifiant
B.K [X] = {0} . Dans ce cas B est nul.

2¢me cas: Si I # {0}, soit B un polynéme non nul de I de degré minimal. On
choisit B unitaire (si B n’est pas unitaire, on le multiplie par I'inverse du coefficient



de son terme dominant, pour obtenir un polynome de méme degré dans I)

On a B.K [X] C I (car I est un idéal).

Inversement; pour tout P € I , il existe (Q, R) € K [X]2 tel que R = P — (@B,
avec deg R < deg B (Voir 6.3.2). Comme [ est un idéal et P € I , QP € I,
alors R = P — QB € [ et le fait que deg R < deg B , implique R = 0 (car B est
un polynéme non nul de I de degré minimal appartenant a I). Par conséquent
P=QBet I C B.KI[X]

Les deux inclusions obtenues donnent I'égalité I C B.K [X].

Si B.K [X] = B".K [X], alors B = \B" avec A € K (voir Propo.6.3.1.2 ) et
puisque B et B’ sont unitaires ou nuls, alors A = 1, d’ou 'unicité de B.

6.3.4. Notion de pgcd et de ppcm.

Dans ce qui suit K est un corps commutatif.
6.3.4.1.Théoréme et définition: Soient Py, P, ..., Ps des polynomes de K [X].
1) 1l existe un unique polynoéme unitaire ou nul D vérifiant > P;.K [X]| = D.K [X]
i=1
2) 1l eziste un unique polynéme unitaire ou nul M vérifiant .EPWIPi.K [X]=M.KI[X].
D s’appelle le plus grand commun diviseur de la fammille Py, Ps, ..., Ps et il est
noté pged (Py, P, ..., Ps)
M s’appelle le plus petit commun multiple de la fammille Py, P, ..., Py et il est
noté ppcm (Py, Py, ..., Py)

Preuve: 1) Montrons que ) P,.K [X] est un idéal de (K [X],+,.). En effet:
i=1
1.1)0=P.0+ P00+ ..+ P,.0 donc 0 € Y P,.K [X]

=1

1.2)SiT e S P.K[X]etQ € S P.K[X],alors T = P,.Ty+ Py To+...4+ P, T,

et Q= P1.0 —iz:fljz-st%- ot Ps-Q;:CIYOfl T-Q=P.(T'— Q)+ P (T — Q) +
P (To— Q) € S PK [X]
=1

13)SiQe K[X]et T € SSP.K[X], alors T = PL.Ty + P, Ty + ... + P,.T,
i=1

(2

dot Q.T = P (Q.T1) + Po. (Q.Ty) + ... + Po. (Q.T) € ipi.z( X]

=1

Donc, d’apres cours 4, Prop 4.2.6.1, > P,.K [X] est unidéal de (K [X],+, ")

=1



et par application du th 6.3.3.1, on conclut I'existence et 1'unicité du polynéme
D vérifiant Y P,.K [X]| = D.K [X].

=1

2) Montrons que .iPi.K [X] est un idéal de (K [X],+,.). En effet:
2.1)Vie {1,2,...,s}ona0=P.0 € P.K[X],alors 0 € E\lPi.K [X]

22) 81T € fijl-.K[X] et Q € fjﬁlP,-.K[X], alors Vi € {1,2,...,s} ona T €
P.K[X],et Qe P.K[X]doncT—-Q=PF,. (T, —Q;) € PLK[X],et (T—Q)€
iPZ-.K[X]

23)SiQ € K[X] et T € 513-.1([)(], alors Vi € {1,2,..,s} ona T €
P.K [X], et done Q.T = P, (Q.T}) € PK [X], et QT € 1 K [X]

Donc, d’apres cours 4, Prop 4.2.6.1, iiPi.K [X] est un idéal de (K [X],+,.)
et par application du th 6.3.3.1, on conclut I'existence et 'unicité du polynoéme
M vérifiant ZﬁlPi.K X]=MK[X]. m

Exemple: (2X? —2) K[X]={(X?-1).Q /Qe K[X]}et (X +1).K[X]=
{(X+1).Q /Qe K[X]}et(X?—1).K[X]N(X +1).K[X]=(2X?-2).K[X
donc ppem(2X? -2, X +1) = X? -1
6.3.4.2 Remarque: Le pgcd (P, Py, ..., Ps) et le ppem (Py, P, ..., Ps) son parfois
notés respectivement Py A P, A... NP, et P,V P,V ...V Py
6.3.4.3 Théoréme (Caractérisation du pgcd et du ppem): Soient Py, Ps, ..., Py
des polynomes de K [X].

1) Le polynome D est le pged (Py, P, ..., Ps) , si et seulement, si D est unitaire
o vl et { i) Vie{1,2,...,s} : D divise P,

ir) (Vie{1,2,...,s} : D' divise P;) = D' divise D
2) Le polynéme M est le ppem (Py, Ps, ..., Ps) , si et seulement, si M est
i) Vie{l,2,..,s} : P, divise M
(Vi € {1,2,...,s} : P, divise M') = M divise M’
Preuve:l) i) Si D = pged (Py, P, ..., Ps), alors D est unitaire ou nul et pour

tout i on a P.K[X] C Y P.K[X] = D.K|[X]| donc d’aprés Prop.6.3.1.2 D
i=1

unitaire ou nul et { .
i)

divise P;, pour tout ¢
ii) Si D' divise tous les P;, alors d’apres la Prop.6.3.1.2 P,.K [X] C D'.K [X]

pour tout i , d'on D'.K[X] D Y P,.K[X]| = D.K[X] et toujours d’aprés la

=1



Prop.6.3.1.2, D’ divise D.
Inversement, soit D un polynéme unitaire ou nul vériﬁant i) et ii). D’apres i),

D divise tous les P; donc P,.K [X] C D.K [X] et ZPK[ | € D.K[X], d’ou

D divise pgcd (Py, P, ..., Ps) . En utilisant ii) et le falt que, Vi € {1,2,...;s}
pged (Py, Py, ..., Py) divise P;, on conclut qe pged (Py, Py, ..., Ps) divise D , d’ou
Végalité pged (Py, Py, ..., Ps) = A.D, avec A € K (voir Propo.6.3.1.2 ) et puisque
pged (Py, Py, ..., Ps) et D sont unitaires ou nuls, alors A = 1, d’ou 'égalité

pged (Py, Py, ..., Py) = D.

L’assertion 2) se démotre de la méme fagon que 1)

6.3.4.4 Propriétés du pgcd et du ppem: Soient Py, P, ..., Py des polynomes
K [X].
1) Le pgcd et le ppcm ne changent pas en permuttant les P,
2) pged (M Py, Ao Pa, ..., A\s Ps) = pgcd (Py, P, ..., Ps) et ppecm (A Py, Ao Py, ..., A\ Ps) =
ppem (Py, Pa, ..., Ps) pour A, A\a, ..., A € K
3) Pour tout C' € K [X] on a pged (C.P,C.Py,...,C.Py) = a.pgcd(Pl,PQ, ey Py)
et ppem (C.Py,C.Py,...,C.Py) = appcm (P, P, ..., Ps) ou C est le polynome uni-
taire ou nul associé a C
4) Pour tout q € {1,2,...,s} , on
pgcd (P, Ps, ..., Ps) = pgcd (pged (Py, Py, ..., Py) ,pged (Pyiq, Pyyo, ..., Ps)) et
ppem (Py, P, ..., Ps) = ppem (ppem (Py, Ps, ..., Py) , ppem (P, Pyia, ..., Ps))
(C.a. d pged et ppem sont associatifs)

Preuve:1) Y P,.K [X] ne change pas en permuttant les P, d’ou le résultat.
i=1

2) Pour tout ¢ , ona \;P.K [X]| = P,.K [X] , donc iPi.K [X] ne change pas
en remplacant les P; par \; P;, d’ou le résultat. -
3) Pour tout i , ona C.P,. K [X] = O.P,.K [X] , donc 3> C.P,. K [X] = .3 P, K [X]
,d’oul le résultat. - -
4) ZS:H».K [(X] = iH.K [X]+ i P,.K [X], donc le pged est associatif.
Lalyz)llfeuve est an;iolgue pour le Z;;:;”L [ |
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6.3.5. Algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est un procédé itératif permettant le calcul du pged (A, B) ,
en se basant sur l'idée suivante: pged (A, B) = pged (B, R) ou R est le reste de la
division euclidienne de A par B.
Exemple: Calculons pged (X* —1, X% —1).
2X* -2 X3 -1 et XP—-1]2X -2

2X — 22X X?P-1[IX7+1X+1
X-1
0

Alors pged (2X* —2,X3—1) = pged (X3 —1,2X — 2) = pged (2X —2,0)
:%(ZX—Z):X—l
On multiplie par % pour obtenir un polynéme unitaire.

6.3.6. Polyndmes premiers entre eux

6.3.6.1 Définition: Soit (P, Py, ..., Ps) € K [X]’

1) On dit que Py, P, ..., Py sont premiers entre euz si a3 AN as A ... Nag = 1.

2) On dit que Py, Py, ..., Py sont deur & deux premiers entre euzx si P N P; = 1.
pour i #j (i,7 €{1,2,...,s})

6.3.6.2 Théoréme de Bezout: Les polynomes Py, P, ..., P; sont premiers entre

eux si, et seulement, s’il existe (Uy,Us,...,U,) € K [X]® tel que Y P.U; =1
i=1

Preuve: Ona PAP,A...AP; = 1donc Y P, K [X] =1.K [X], alors il existe

i=1
(U1, Uy, ..., Uy) € K [X]® tel que > B.U; = 1.

=1

Inversement, si > P,U; = 1, alors tout diviseur commun des P; divise 1, donc
i=1
PiANPyA ... A\ Ps divise 1, alors deg (Py A Po A ... A Ps) = 0 et puisqu’il est unitaire,
il est égal a1 1
Exemple: Si a,a5 € K, alors les polynémes X — a; et X — aip sont premiers
enter eux si a; # . En effet: (a; — 042)71 (X —ay)— (a1 — 042)71 (X —ay) =1.

6.3.6.3 Théoréme de Gauss: Soient A, B,C' des polynomes de K [X]

Si A divise B.C et A est premier avec B , A divise C'

Preuve: IL existe U et V tels que AU + BV = 1 en multipliant par C' =
A.U.C + B.V.C donc A divise C' car A divise A.U.C + B.V.C' .
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6.3.6.4 Propriétés des polynémes premiers entre eux: Soient Py, P, ..., P;,
A, B,C des polynomes de K [X] et m,n des entiers naturels

1)SiVie{1,2,..,s} : BLAC =1, alors (ﬁﬂ) NC =1
i=1

2)Si ANB =1 Alors A" N B™ =
3) Si Py, Py, ..., P, sont deux & deux premiers entre eux, alors PN PV ...V Py =

MNP, pour un certain A € K

=1

4) (ANB).(AV B) = \A.B , pour un certain \ € K (cette propriété n’est
toujours vraie que pour deuz polynomes)

5)8i Py, Ps, ..., P sont deuzx a deux premiers entre eux et chaque P; divise B
, alors [[a; divise B

i=1
Preuve: 1) P,AC = 1, alors il existe des entires U; et V; tels que P,U; +CV; =
1. En multipliant ces égalités, on obtient 1 = [[ (R,U; + CV;) = (HPZ-Ui> + R
i=1 i=1
ol R est la somme des termes qui restent , qui contiennent tous C' comme facteur.
Alors 1 = (HR) U+CVioulU=][]U; et CV =R, donc <HR) NC =1
i=1 i=1 i=1
(d’apres le théoréme de Bezout: Th.6.3.6.2 )

2) Sin=0oum=0,il est clair que A" A B™ = 1.

Et sin # 0 et m # 0, alors d’aprés 1), on a A" A B = 1 en choisissant
P=P,=..=P,=Aet C =B, en suite A" A B™ = 1 toujours d’aprés 1), en
choisissant P, = P, = ... = P, = B et C = A".

3) Commengons par le cas p =2, et soit M = P,V P, . On P, A P, = 1, alors
il existe Uy, Uy € K [X] tels que PiU; + PyUy = 1, done M = PiUM + P,Us M
or M = P1M1 et M = P2M2 d’ou M = P1P2 (UlMg + Ung), et P1P2 divise M,
mais M divise P, P, (car P, P, est un multiple commun de P; et P), alors on a
Végalité PPy = AM = A\ (P, V P,), pour un certain A € K ( Voir Prop.6.3.1.2)

Pour le cas p quelconque , on procede par récurrence en supposant la propriété
vraie & l'ordre ¢ et en la montant a I'ordre g + 1.

q q
On a d’aprés 1) <HB> AP, =1 et d’aprés le cas p = 2, ona (HR) \%
i=1 i=1

q+1
P,i1 = N[ P;. En utilisant P'hypothése de récurrence et Prop.6.3.4.4 2) et 4) ,
=1
% it
on conclut que: N [[P, =N (a1 VazsV...Va,) Va1 =aVayV..Va,Vaz
i=1
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4) Si A =0 ou B = 0 'égalité est triviale.

Etsi A#0et B # 0, alors en posant A= (AAB). A" et B=(AAB).B, les
polynomes A’ et B’ deviennent premiers entre eux, alors d’apres 3) A'VB' = \A'B’
et en utilisant Pté 6.3.4.4, on conclut que

MB = (AANB)’MA'B'=(AAB)*(A'V B
=(AANB)((ANB)A'V(AANB)B)=(AANB)(AV B)

5) B est un multiple commun des P;, donc c¢’est un multiple de leur ppem qui

est égal, d’apres 3), & A[[ F;, donc [[ P; divise B. &
i=1

i=1

6.3.7. Polynomes irréductibles

6.3.7.1 Définition: On appelle polynome irréductible ou premier dans K [X] tout
polynome P tel que deg P > 1 dont les seuls diviseurs sont les polynomes \ et
AP ou\e K*=K—{0}.

Exemple 1: X — a est un polynéme irréductible dans K [X] et d’une fagon
générale tout polynéme P de degré 1 est irréductible dans K [X].

En effet: Si B divise P, alors deg B < deg P = 1 et comme B ne peut pas étre
nul, on conclut que deg B € {0,1} donc B € {\,\.P} ou A € K*.

Exemple 2: X? + 1 est irréductible dans R [X] car on ne peut pas I’écrire
comme produit de deux polynémes de degré 1 a coefficients dans R.

Le méme polynome X?+1 est réductible dans C [X] , car X?+1 = (X +14) (X — i)

Exemple 3: X*+4 est réductible Q [X], car X*+4 = (X? — 2X +2) (X? +2X + 2)

6.3.7.2 Proposition: Soient P un polynome irréductible et A, Ay, As, ..., A, des
des polynomes de K [X]|, alors:
1) Ou bien P est premier avec A ou bien P divise A.
2) Si P divise [[A; , alors P divise au moins l'un des A;.
i=1

Preuve: 1) Les seuls diviseurs de P sont A et AP, (A € K*)alors ou bien
pged (A, P) = A'X\ =1, donc P et premier avec A, ou bien pged (A, P) = P (ou
est le polyndéme unitaire associé & P) donc P divise A.

2) Supposons que P ne divise aucun A; , alors d’aprés 1) , il est premier avec
tous les A;, et d’aprés Pté 6.3.6.4 , P est premier avec [ [ P;, ce qui est absurde. B

i=1

6.3.7.3 Théoréme: Tout polynome P de K [X] tel que deg P > 1, posséde au
moins un diviseur irréductible unitaire.
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Preuve: L’ensemble DegDp des degrés des polyndmes non constants diviseurs
de P, n’est pas vide (car deg P € DegDp), alors il posséde un plus petit élément
deg Q). Cet élément () est irréductible. En effet: Soit D un diviseur de @ ,
alors ou bien D est constant ( D = A € K*), ou bien D est non constant donc
deg D € DegDp, alors deg) < deg D , d’ou deg() = deg D et ) = \D, alors @)
est irréductible.

En fin @ le polynéme unitaire associé a () est un diviseur de P. B

6.3.7.4 Théoréme: (Décomposition en facteurs irréductibles)

Pour tout polynome P de K [X] tel que deg P > 1, il existe, de facon unique
(a une permutation prés), des polynomes irréductibles Py, Py, ..., P, unitaires, deux
a deux distincts de K [X] et des nombres entiers naturels strictement positifs

T
ai, Qa, ..., ap et il existe un élément unique \ € K* tels que P = \[[p}".
i=1

Preuve: 1) Montrons I'existance de la décomposition par récurrence sur deg P

1.1) Si deg P = 1, alors P est irréductible et P = AP ou P est le polynéme
unitaire associé a P.

1.2) Supposons maintenant que la décomposition est valable pour tout polynéme
non constant de degré inférieur & n et montrons qu’elle reste valable pour un
polynome P de degré n. R R

Si P est irréductible alors P = AP ou P est le polynéme unitaire associé & P.

Sinon P = AB ou A et B sont des polynémes non constants de degrés inférieurs
a n, alors en appliquant ’hypothése de récurrence a A et B, on obtient une
décomposition de leur produit P.

2) Pour I'unicité, supposons P = A[[P" = ~]] ij :
i=T j=1

2.1) Comme [[ P et ij sont unitaires, alors A =y et [[ P = [] ij
i=1 J=1 i=1 =1
2.2) On a chaque P; divise HQf’ , alors d’aprés Prop 6.3.7.2, P, divise
j=1
au moins 1'un des @Q); , et puisque @); et P; sont unitaires et irréductibles alors

P, = @);. Par cconséquent {Py, P,, ..., P.} C {Q1,Q2, ..., Qs}. De la méme fagon,
on montre I'autre inclusion, d’ou 1'égalité { Py, Ps, ..., P} = {Q1,Q2, ..., Qs }
Ainsi r = s et & une permutation prés on peut écrire P, = Q);.
Pour montrer que «o; = 3, , supposons «; < 3,
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Or0=[]P" —J1Q7 = P | [IP™ — QP 1 QL | et comme K [X] est
i=1

i=1 k=1 k=1
ki ki
T T
integre et P # 0, alors [[ P,* = Qf | Q,f’“ et (Q; divise le deuxiéme membre
k=1 k=1
ki ki

sans diviser le premier, ce qui est impossible. De la méme fagon, on montre qu’il
est impossible d’avoir o; > f3;, d’ou I'égalité o; = 5, B

6.3.7.4 Calcul du pgcd et du ppem a I’aide de la décomposition en facteurs
irréductibles:

Soit A € K [X]|" = K [X]— {0}, Pour tout polynome irréductible unitaire P ,
on note par vp (A) , 'exposant de P dans la décomposition en facteurs irréductibles
de A. Alors:

vp (A) =0, si P ne divise pas A

vp (A) # 0, si P divise A

Donc la décomposition donnée par le théoreme Th 6.3.7.3 , peut étre écrite

A= X[ P*YW, oil P est I'ensemble de tous les polynomes irréductibles unitaires
PP
de K [X].
Exemple: Dans C[X], on a: vx; (X2 +1) =1, ux1 (X2 +1)=0
6.3.7.4.1 Théoréme: Soient Ay, As,...As des polynomes de K [X]".
ngd (Ah A27 AS) — H Pmin(vp(Al),vp(Ag),...,vp(As))

pPcP
OTL a, alors ppem (A1’A2’ As) — H Pmax('up(Al),vp(Az),...,vp(As))
Pep
Preuve: 1) Soit D = pged (A1, Ay, ... A,) et I' = [] Pminr(An)vp(A2),vp(4s)),

PEP
Pour tout i ; P™in(vp(A1).vp(A2),0p(45)) divise les P4 d’on

[ = [] printr(A)ep(dz).v(4s)) divise les [ P = A; et d’aprés le Th
PeP PeP
6.3.4.3 on conclut que I' divise D.

Inversement, D = pged (Ay, As, ... As) et comme D divise les A;, alors vp (D) <
vp (A;), pourtouti € {1,2,...,s}, doncvp (D) < min (vp (A1),vp (As),...,vp (4s))
et PUP(P) divise Pmin(vr(41).0p(A2),.0p(As)) et par passage aux produits, on aura D
divise I' , d’ou I'égalité D =T'.

2) La preuve est analogue pour le ppcn R
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6.4. Fonctions polyndémes d’une variable, polynéme dérivé et racine
d’un polynéme

6.4.1 Définitions: Soit P = ag+ a1 X'+ ... + a1 X"t +a, X™ un polynome de
K[X].

1) On appelle fonction polynoéme d’une variable x associée & P, la fonction P
de K dans K définie par: P (r) = ap + a1zt + ... + ap_12" + a2

2) On dit qu'un élément a est une racine ou zéro de P, si P (a) = 0.

3) On appelle polynéme dérivé du polynome P le polynoéme noté P’ défini par:
P =a; +2aX'+...+(n—1)a, 1 X" ? +na, X" !

Exemple 1: La fonction polynéme associée au polynome P=X%24+2X -3
de R[X] est la fonction P : R — R telle que P (z) = 22 + 2z — 3 et les seules
racines de P sont —3 et 1 car P(=3) = P (1) =0

Le polynome dérivé de P est P’ =2X + 2

Exemple 2: La fonction polynéme associée au polynoéme P = X?—2 de Q [X]
est la fonction P : Q — Q telle que P (r) = 2> — 2 et P n’a pas de racine car
P () # 0 pour tout z € Q.

Le polynome dérivé de P est P’ =2X
6.4.2 Remarque: 1) On dit que P (z) est obtenu par substitution de & X dans
P.

2) On vérifie facilement que ];:L/Q = P+ @ , ]3\62 = ﬁ@ , p=7p ,
(P+Q) =P +Q et (PQ)=P.Q+PQ

3) Sideg P > 1, alors deg P’ = deg P — 1 et deg P < 1, alors deg P’ = —
6.4.3 Théoréme: Soit P € K [X] et o € K, alors:

1) Le reste de la division euclidienne de P par X — a est P (c).

2) a est une racine de P si, et seulement, si X — a divise P

Preuve: 1) Ona P = (X —«a) @+ R ou R et () sont respectivement le reste

—_——

et le quotient de la division euclidienne de P par X —a. Alors P= (X — a)@ +R
ainsi P (o) = R ().

Or deg R < 1 donc R et constant, d’ou R=Ret R (o) = R. Par conséquent
P(a)=R.

2) est une conséquence directe de 1). B

Exemple: —3 est une racine du polynéme P = X?+5X? +3X —9 de R [X],
alors P = (X +3)Q avec Q = 2X + X% — 3
6.4.4 Ordre de multiplicité d’une racine: Soit P € K [X]" et « une racine
de P. On appelle ordre de multiplicité de la racine o de P, le plus grand m € N
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tel que (X — )™ divise P.

*Sim =1, on dit que o une racine simple de P

*Sim =2, on dit que v une racine double de P.

* St m = 3, on dit que « une racine triple de P. ...etc

Exemple: —3 est une racine double du polynéme P = X3 +5X%2 +3X — 9
de R[X], car P = (X +3)* (X — 1)
6.4.5 Théoréme: Soient P € K [X]" et a € K. « est une racine simple de P si,
et seulement, si P (o) =0 et P' (o) #0 (ou P' est la dérivée de P)

Preuve: « est une racine simple de P si, et seulement, s'il existe ) € K [X]
tel que P = (X —a)Q et Q (a) #0.

Or P'=Q+ (z —a)Q donc P (a) = Q (a), d’ot I'équivalence voulue. B

Exemple: Soit le polynome P = X3 +5X2 +3X — 9 de R[X],

OnaP(1)=0et P'(1) £0 (P (z) = 3X2+ 10X +3)

6.4.6 Proposition: 5@ aq,as,...,a, sont des racines deux o deux distinctes de
'

P, d’ordres de multiplicité respectifs my, mas, ..., m,, alors 'H1 (X — ;)™ divise P.
=

Preuve: Les «; sont deux & deux distinctes, alors les polynomes X — «; sont
premiers entre eux et par suite (X — a;)""sont premiers entre eux

Or (X — ;)™ divise P donc f{1 (X — ;)™ divise P. (voir Ptés 6.3.6.4 ). B

6.4.6.1 Corollaire: 1) Un polynome de degré n € N admet au plus n racines
distinctes.

2) Si P posséde une infinité de racines, alors P est le polynome nul.

Preuve: 1) Supposons a1, as, ..., a,+1 des racines distinctes de P, alors d’aprés

n+t1 n+1

la proposition précédente, 1:[1 (X — «;) divise P, donc n+1 = deg (.H1 (X — ai)) <
deg P = n ce qui est absurde.

2) L’assertion 1) montre que si P admet une infinité de racine, alors deg P ¢ N,
donc P est nul. B

6.4.7 Théoréme:(Théoréme fondamental de ’algébre): Tout polynome
non constant de C[X] admet au moins une racine dans C.
Autrement dit: Les polynomes irréductibles de C[X]| sont les polynémes de degré
1

(La preuve de ce théoréme dépasse le cadre du cours d’algébre de 1°7¢ année
LMD)

6.4.7.1 Remarque: Il existe des formules donnant les racines d’un polynéme
de degré 1,2,3 et 4 de C[X]. De telles formules n’existent pas pour un polyndéme
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de degré n > 5, alors on ne peut décomposer un polynéme de C [X] que dans des
cas particuliers.
Exemple: Soit P = X7 —8X
P =XT-8X =X (X—8) :X<(X2)3—23> = X (X2 —2)(X* +2X2 +4)
=X (X?2-2)(X2+1-14V3) (X*+1+iV3)
— iv/3 iv/3 —iV/3 —iV3
—X(X—\/ﬁ) (X—}-ﬁ) (X— 14:/§3> (X+1J:/§3> <X— 1\/53) <X+1\/§3>
cette écriture est une décomposition de P en facteurs irréductibles dans C [X] .
Pour obtenir la décomposition en facteurs irréductibles dans R [X] , il faut rem-

placer les facteurs dont les produits sont des polynomes irréductibles dans R [X]
par leurs produits.

P =X (X =v2) (X +V3) (X - 188 (X — 1258 (X 4+ 128 (x 4 12048)

=X (X —v2) (X +Vv2) (X2 = V2X +2) (X>+V2X +2)
cette écriture est une décomposition de P en facteurs irréductibles dans R [ X] .
Pour obtenir la décomposition en facteurs irréductibles dans Q[X], il faut
remplacer les facteurs dont les produits sont des polyndémes irréductibles dans
Q [X] par leurs produits.
P =X (X-v2)(X+v2) (X2 V2X +2) (X*+V2X +2)
=X (X?-2)(X*+2X?+4)
cette écriture est une décomposition de P en facteurs irréductibles dans Q [X] .

18



Université Ibn Khaldoun de Tiaret.
Département d’Informatique.
Module:Algébre 1 (1" Année LMD)

Fiche de T.D N° 6

Exercice 1:Montrer que dans Z [X] le polynome () divise le polyndéme P dans

les cas suivants: 1) P =nX"" —(n4+1) X" +1 Q= (X —1)°
) P=1+X+X?>+ ...+ X" Q=1+X?" (Calculer (1- X)P)

Exercice 2: Trouver dans R [X] les polynémes de degré n < 6, divisibles par
X?24+1let X2 - X +1

Exercice 3: Déterminer 1) pged (X° + X* — X3 + X2+ X — 1, X7 + X* +2X2 - 1)

2) ppem (3X5 + X3 —6X2 —2,3X* —2X%2 - 1)

3) pged (X3 +1, X" — 1)

Exercice 4: Dans R[X], montrer que les polynomes P = X3 + 1 et Q =
X* + 1 sont premiers entre eux et déterminer deux polynomes U et V vérifiant
UP+VQ@=1

Exercice 5: Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un poly-
nome de degré 2 soit irréductible dans R [X] (resp dans Q [X]).

Application: P, =3X2 -3, P, =X?—-2X -3, P =X+ X +1

Exercice 5: Dans R[X] , décomposer Xb + 1 et X* + 2X? + 1 en facteurs
irréductibles puis calculer leur pgcd.

Exercice 6: Dans R [X], un polynome P a pour restes respectifs 3,7, 13 dans
les divisions euclidienne par (X — 1), (X —2), (X — 3). Déterminer le reste de
la division euclidienne de P par (X —1) (X —2) (X — 3).

Exercice 7: Soit A =ag+ a1 X + ...a, X" € Z[X], avec a,, # 0 et n > 2.

1) Soit (p,q) € Z x N* tel que p A ¢ = 1. Montrer que si § est une racine de A
alors p divise ag et p divise a,.

2) Que peut-on dire des racines rationnelles de A si A est unitaire.

3) Déterminer les racines rationnelles des polynomes:

X4 —10X2+1, 3X3 +23X2 + 57X + 45.

Exercice 8: Soit Ry [X] le sous ensemble de R [X], formé des polynomes de
degré au plus 2.

1) Montrer que (Ry [X],+) est un sous groupe de (R [X],+).

2) Soit u 'application définie de Ry [X] dans Ry [X] définie par u (P) = X2P'—
2XP.

Montrer que u est un endomorphisme de (Ry [X],+) et calculer son noyau et
son image.
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