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31) a) Calculer une primitive F' de la fonction f définie sur R par

1
r)=—"7—.
f(@) 2 +sinx
Quel est le domaine de définition de F'?
b) Pourquoi la fonction f posséde-t-elle une primitive dans lintervalle | —m, 7 [ ? Déterminer cette

primitive notée G.

27
c) Calculer /f(x) dx.

w/2

32) Trouver une primitive de

x
= t .
f(z) = xarc an_——

33) a) Déterminer une primitive de

x+8
fa) = 2 +2r+3°
b) Déterminer une primitive de
(2) 2t +1
T)=—F5—F—— -
g z(x? + 2z + 3)

34) a) Calculer une primitive de la fonction f définie par

22+ 1
o= ey

b) Calculer une primitive de la fonction g définie par

sint + cost 2 — sin 2t
sintcos?t 24 sin2t’

g(t) =

35) Calculer une primitive de
B +r+1
(x4+1)(224+2z+1)"

En déduire, en justifiant le choix du changement de variable utilisé, une primitive de

flz) =

sin 22(2 — cos? x) + 2cos x
(sinz 4+ 1)(2 + sinz — cos?x)

g(x) =

36) Calculer une primitive de la fonction f définie par

1 T

fz) = ,

l—ax\1—2




a) en faisant le changement de variable : z = sin? ¢
x

b) en faisant le changement de variable : u = 1 .
-
Les deux primitives trouvées sont-elles les mémes ?

En utilisant successivement les deux formules obtenues, calculer

EM
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Corrigé des exercices sur le calcul de primitives

Remarque : dans les calculs ci-dessous, nous donnons & chaque fois une primitive des fonctions pro-
poscées.

1) On peut intégrer par parties :

/(:E2—3:)Sin:nd:n:—(:132—az)cos:n—l—/(Z:E—l)cosazda:,
puis
/(Qx—l)cosazda: = (23:—1)Sin3:—/2sin:nd:17
= (2x—1)sinx + 2cosx

d’ou
/(:E2 —z)sinzdr = (—2° + 2 4 2)cosz + (22 — 1)sinz .

2) On peut intégrer par parties, ou procéder par identification. La fonction admet une primitive de la
forme
P(x) = (az® + ba® + cx + d)e ™.

On calcule la dérivée
P'(z) = (—az® + (3a — b)z? + (2b — )z + (c — d))e™,
et I'on identifie. Puisque 'on veut
Pl(z) = (2 — 2z +1)e™®,

on obtient le systéme

—a =1
3a—b= 0
20 —c= -2 "’
c—d=1

d’ott l'on tire facilement (a, b, c,d) = (—1,—3,—4,—5). Une primitive vaut donc

P(z) = —(2® + 32® + 4o + 5)e "



3) On intégre deux fois de suite par parties

/ 65:0 cosTxdxr = 6593 Sln77ﬂj‘ _ / 565xw d 7

puis

/e5m sin 7z dx = —e>® cos77x + / 565:”@ dx .

On en déduit donc

/ T cosTrdr = eo° Sm;x _ g <_ 5 0057795 I / 557 Cos7 Tx da:)

1
= 4—9(7 sin 7z + 5 cos 7:17)€5x €% cos Tz dx .

49

25 5x _ 1 . bx
<1+49>/e cos?xdx—49(751n7a:+50037a:)e )

et finalement

1
/esx cosTodr = 915 (7sin 7z + 5 cos Tz) e’
1
= ﬂ(7 sin 7x + 5 cos 7x)e™” .

4) La fonction n’est définie que si x est positif. On peut écrire

. _:Esin\/i
Vasin/z = Tz

Effectuons tout d’abord le changement de variable
u=+/x.

On a donc

dx
2\/x’

/2u2 sinu du ,

du =

et 'on se raméne & calculer

ce qui se fait par parties par exemple.
/2u2 sinudu = —2u® cosu + /4ucosudu ,

puis
/4ucosudu:4usinu—/4sinudu:4usinu+4cosu,

EM
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d’ont
/2u2 sinudu = —2u? cosu + dusinu + 4 cos u,

et en revenant a la variable z,

/\/Esinﬁdx = —2xcos /T + 4/xsin\/z +4cosVx.

5) La fonction n’est définie que si x # —1/2 . On remarque que
d(8z3 + 1) = 2422dz .

donc

1
= [T n8e® 1.
241a|83:+|

/ 22 dx 1 [d8z%+1)
8341 24 83 + 1

6) Le numérateur peut s’écrire

(x—12=a-204+1=(2?+4) —22-3.

Alors )
(x—1) / 2x 3
~—dx = 1-— — dz .
/ZE2—|—4 v 244 2244) "
Mais (2
2z d(z +4) 9
/m2+4d1‘ / o n(z® +4),
ot 1 1 1 1
T
/x2+4dxzz/md:ﬂ:§arctan§.
2
Donc

(z—1)2 9 3 x
/a:2+4 dr = x — In(x* + 4) 2arctan2.

7) La fonction est définie pour z # —1. En écrivant 2 = (z +1) — 1, on a

[arme = [ (G am)

1
= Injlz+1|+—.
r+1
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8) La fonction est définie pour  # £1. On a immédiatement

3 4 _
/ * dw:/lde:iln]w‘l—l\.

-1 4 z4 -1

9) Le numérateur s’écrit
322(2% 4+ 223 + 2)dx = (2% + 22% +2)d(2® + 1) = ((2® + 1)® + 1)d(2® +1).

Donc

32 + 62° + 622 B dx®+1)  d(z3+1)
[ - (G )

- (4(3:31—|- E 6(:1331—1— 1)6) ‘

10) On décompose la fraction rationnelle en éléments simples. Posons u = = + 1. La fraction devient

3 —x+5 (u—1)3—(u—1)+5 ud —3u® +2u+5

(x+1D)"(22+2+1) " (u—1)2+(u—1)+1) uT(u?2 —u+1)

On effectue la division suivant les puissances croissantes de 5+ 2u — 3u? + u? par 1 — u + >

5 +2u —3u?  +ud 1 —u +u®
-5 +bu —Hu? 5 +7u —u? —Tu’
Tu —8u?  +ud —6ut +u® +7ub
—Tu +Tu? —Tu?
—u? —6u’
o =+t
—Tud Fu?
Tud —Tut 47U
—6ut +7u’
6u* —6u® +6u’
u’  +6u’
T VL —
Tub  —u’
—7ub +7u" —Tud
6u” —Tu®
On a donc

542u—3u?+ud=(1—ut+u?)5+7u—u®—Tud —6ut +u + 7’ +6u" — Tud,

7
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et en divisant,

5+ 2u — 3u® +u? 5 7 1 7 6 1 7 6 —Tu

Wl —u+u?)  ul WS WS wt B $+E+1—u+u2'
En revenant & la variable z, on a la décomposition suivante :
3 —x+5 5 7 1 7 6 1 7 Tr+1

Gt (@ ra+D) @) @r1f @r1p @+l @r1)P @rlf 241 Prasl
Le dernier terme se décompose, en faisant apparaitre la dérivée du dénominateur, sous la forme

Tr +1 _Z 2¢ +1 _§ 1
24+x+1 2224z+1 222+4z+1°

On intégre alors directement, et ’on obtient

/ 2 —x+5 5 7 1 7 3 1
(

Pt ) (@ 42+ DT 6@t 1) 5t 1)p  Adw+ 1t 3@+ @t1)? z+l
5

7 2 1
+7ln |z + 1| — §ln(:n2—|—3:+1)+ — arctan vt

V3 V3

11) Le dénominateur de la fraction rationnelle a pour racine évidente = = 1. Il se factorise sous la
forme

(2 —20% + 20— 1) = (z — 1)*(@? — 2z +1)?,

et s’annule uniquement en x = 1.

La fraction rationnelle s’écrit

3x% — 422 + 22 3z2 —4dx +2
=X .
(3 — 222 + 2z — 1)? (3 — 222 + 22 — 1)?

On peut alors utiliser une intégration par parties en prenant

322 — 4z +2
(2% — 222 + 22 — 1)2”

/
u=x et v =

on a
-1

3 —222 422 —1"

=1 e v=

donc

/ 323 — 422 4 2o d —x L / dx

x = :
(3 — 222 + 2z — 1)2 3 — 222 + 2z — 1 3 — 222 +2x — 1
Il reste & décomposer la fraction rationnelle

1 1
23 —-2224+22 -1 (z—1D)(22—2+1)"
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En posant u = x — 1, on obtient

1 1

(=122 —2+4+1) ww4+u+1)’

et en écrivant
1=04u+u?) — (utd?),

on obtient
1 1 14+u

w(u? +u+1) Tu wtutl
En revenant a la variable x, on trouve

1 B 1 x
a3 =222 +2x—-1 -1 a22—2x+1"

Puis, en faisant apparaitre la dérivée du dénominateur,

x 1 2zx—1 + 1 1
w2—z+1 222—z+1 222—-x+1’
d’ott
1 1 1 2z-1 1 1
3 —202422 -1 -1 222—-2+1 222—z+1°
Alors d 1 1 2 20 —1
x x —
=Inlz—1]—=In(z? —z+1) — = —arct
/x3—2x2+2x—1 nlr—1| 2n(3: x+1) 2\/§arcan 7
Finalement
3a0® — dx? 4 2 — 1 1 2 — 1
= Injz —1| — =In(z? — 2+ 1) — —=arct
/(3:3—23:2+23:—1)2 x $3_2x2+2x_1—|—n|x | 2n(:n r+1) \/garcan 7
12) Le dénominateur de la fraction rationnelle a pour racine évidente x = —1. Il se factorise sous la
forme
P 4l=(+ 1) —z+1),
et s’annule uniquement en z = —1.
Dérivons g(z) = Y On obtient
/(33') _ ($3+1)—$(3$2)
g - (23 + 1)2
-2+
o (3 +1)2
22 +1)+3
o (23 +1)2
—2 3

Bl @2
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Donc

T _/—2dm+/ 3dx
B+l ) a3+ (23 +1)2°

/ dx _1 T +2/ dx
(z3+1)2 32341 3 ) x341°

On décompose la fraction rationnelle de droite. En posant u = x + 1, on obtient

1 1

(x+1)@22—2+1) ww?—3u+3)’

On en déduit que

et en écrivant

1 1
1= 5(3—3u+u2)+(u— §u2),
on en déduit
1 1 1 3—u

uw(u? — 3u+ 3) 3_u+§u2—2u+3'
En revenant a la variable x, on obtient
r 1 1 x-2
34+1 3@x+1) 322-z4+1°

Alors en faisant apparaitre la dérivée du dénominateur on a

z—2 1 2-1 1 3
2—z+1 222—z+1 222—z+1°

On a donc finalement
r 1 1 2z-1 +1 1
+1 3(x+1) 622—z+1 222-3+1°

ce qui s’intégre terme & terme. On obtient

/ @ e 1] = L in@? — o+ 1) + - avctan 221
——— =—-In — —In(z® — — arctan
B+1-3 T 5 ‘-z \/gaca 73
et finalement
dx T 2 1 2 2x —
= +Zlnlz+1]— =In(z®> — 2+ 1) + ——= arctan
/(x3+1)2 3(x3+1) 9 | | 9 ( ) 3V3 V3

13) La fonction est définie pour x # 2. On intégre par parties en posant

et v =1,

T
u = arctan
T

donc
-3
u = ($_2)2 = -3 et v==x
_1 <w+1>2_2x2—2x+5 T
_|_

r—2
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Alors

1 1 d
/arctanx+ dw:xarctan:n—i_ +3/$.
x—2 x—2 202 — 20+ 5

En faisant apparaitre la dérivée du dénominateur

€T _1 4 — 2 +1 1
202 —2x+5 4222—2x+4+5 2222—-2x+5’

d’ou

rdx 1 9 1 2z —1
/m = ZIH(ZZ' — 21""5) + Earctan .

Finalement

20— 1 z+1
+ x arctan
T

1 3 1
/arctan vt 5 dr = 1 In(22% — 2z + 5) + 3 arctan

14) La fonction est définie pour x # 0. On intégre par parties en posant

1
u=1In(1+2%) = et v':?,

donc
u = 2 et v=——
1+ 22 x

Alors

2 z

/ In(1 + 2?) g In(1 + 2?) / 2dx In(1 + 2?)

= T2 = — . + 2arctanx .

15) La fonction est définie pour z # w/2+kn, k € Z. En effectuant la division euclidienne du polynéme
X% par X2 + 1, on obtient
X=(X*+1)X*-X)+ X,

et en remplagant X par tanx, on obtient

sinx

/tan5 rxdr = /(tan2 z + 1)(tan® z — tan z) dz + /
cos x

- /(tan?’x — tanx) d(tanz) — / d(cos )

Ccos T
tan? x tan? x
= - —1In|cosz|.

4 2

dx

16) La fonction est définie pour x # kw, k € Z. On a

4 4 4
/ T = —/ COSZ ’ d(cos) = / T d(cos )

sin z sin® x cos?x —1
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Par le changement de variable u = cos x, on est ramené a chercher une primitive de la fraction ration-

nelle
o w1l 1 241+
= = U .
w2 -1 w?—-1 u2-1 u? —1
Comme
1 11 1
w?—1 2\u—1 wu+1)’

On obtient immédiatement

/ ut d ud tut 1 1 u—1
u=—+u-+—=1In .

u?z —1 3 2 |u+1
Finalement

cost x cos® x 1 cosxr — 1

- do = +cosx+ —In|——| .

sinx 3 2 cosx + 1

Mais en remarquant que
2 sin2 z

cosw—l'_l—cosx_ 5

€T

cosx+1| 1+cosx 2 cos2 =

on a aussi

cost x cos® x T
- dr = —i—cosx—i—ln‘tan—‘.
sin x 3 2

17) En transformant, on a

sinz + sin 3z = 2sin 2z cos & = 4sin z cos® .

La fonction est définie si x # kxw /2, k € Z, et on calcule

2cosz —1 2cosz — 1
/%dw:_/%d(wm,

4sin x cos? & 48in? x cos? x

On procéde comme dans l'exercice 16). Le changement de variable u = cosx, raméne a la recherche
d’une primitive de la fraction rationnelle

2u* — 1
u?(u? —1)°
C’est une fraction paire qui se décompose sous la forme

A A B
u+1 w—1 wu?’

On trouve facilement A = —1/2 et B = 1. On obtient donc

/ u? —1 J 1+11
——> <~ au=——+=1In
u?(u? — 1) u 2

u—1
w1
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On obtient alors, comme dans I’exercice précédent :

/ cos 2x d 1 | ‘t x‘ 1
—————dz=-(In|tan = | — .
sin x + sin 3z 4 2 Ccos T

18) On linéarise sin? z cos® 2z.
sin?zcos® 2 = <M>2 <M)3
2 D)
= —3%(6% — 924 e—2z’:c)(66ix 4+ 3¢%% 4 32w e—ﬁm)
= _3%(68”6 43647 3 4 o~ HT _ 9 bz _ goliz _ g2z _ g, —6iz

+e1® 4 3 4 37T 4 o 78IT)
1 8ix —8ix 6ix —6ix 4ix —4ix 2ix —2ix
L e +e _26 +e +4e +e _66 +e 43
16 2 2 2 2

1
= —1—6(cos8x—2cos6x—|—4cos4x—6(:os2x+3).

Ceci s’intégre immédiatement

8 3

/ sin’ z cos® 2 do = — L <sm S _ sin6a

6 +sin4x—3sin2x+3x> .

19) 11 est inutile de linéariser. On a en effet
/sin2 zcosPrdr = /sin2 z(1 — sin® z) d(sin z)

= /(sin2 x — sin? x) d(sin )

3 5

sinx  sin’x

3 5

20) La fonction est définie et continue sur R tout entier, mais on on va utiliser le changement de
variable u = tan(x/2) qui crée des discontinuités aux points (2k + 1)7 ol k est entier. On obtiendra
par ce calcul une primitive dans chaque intervalle de la forme | —7 + 2k7, m + 2k7 [ ou k est entier,
et non pas dans R . On écrit

1 1
24 cosz 1 — tan?(z/2)
2t T o
1+ tan?(z/2)

1+ tan?(x/2)
3+ tan?(x/2)
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Avec le changement de variable v = tan(z/2), on a

1
du:§ <1+tan2g) dx ,

/ 2du
u?+3’

uw+3 /3 V37

/ dx 2 an tan(z/2)
2+cosr /3 N

et on est ramené au calcul de l'intégrale
ce qui donne

et donc

Cette primitive est obtenue dans R\ {(2k+1)x |k € Z}. Si l’'on veut obtenir une primitive dans R tout
entier, il faut ajouter dans chaque intervalle | —m + 2k7, 7 + 2k7 [ une constante Cj, de telle sorte que
la fonction se prolonge par continuité aux points (2k 4+ 1)7. En remarquant que

lim — arctan M -
3 V3 VB

et 5 5
lim — arctan M -

z—mt \/§ \/g \/g ’

on peut vérifier que la fonction définie sur R\ {(2k + 1)7 | k € Z} par

= l arctan 7tan(x/2) 2—7T 33'—|-—7T

ou E(t) désigne la partie entiére de ¢, se prolonge par continuité en une primitive dans R tout entier.

En effet, si « appartient a lintervalle | —m + 2km, 7w + 2kn [, le nombre (x + m)/(27) appartient a
|k, k4 1] et sa partie entiére vaut k. Donc, sur | —m + 2kmw, 7+ 2k7 [ on a

2 tan(z/2)  2kmw
F(x) = — arctan + .
(@) V3 V3 V3
Alors
. . 2 tan(z/2)  2(k + 1)7T> T 2k+1)m  (2k+1)m
lim F(x) = lim —— arctan + = ——+ =
o ((2k+1)m)+ (z) o ((2k+1)m)+ <\/§ V3 V3 V3 V3 V3
et
. ) 2 tan(z/2) 2k7r> T  2kr (2k+ 1w
lim F(x) = lim — arctan + = —+ =
w—((2k+1)1)~ (z) w—((2k+1)1)~ <\/§ V3 V3 V3 V3 V3
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La fonction F' admet bien une limite en (2k + 1)7.

21) La fonction est définie pour « dans 'ensemble | —oo, —1[ U [1, +00[ . On pose

r—1
u =4/ ,
r+1

donc
W2 — r—1
Cr+17
d’ott 'on déduit
w41
T =—
uz -1’
et donc
J 4u du
v —
(@17
On calcule alors
/ u?—1 4u du —4u? du
u =
—u2 -1 (u2-1)2 (u2 —1)(u? +1)’

On décompose la fraction rationnelle facilement, ce qui donne

— 42 -2 2 -2 1 1

_ — _ + ,
(w2—1u?+1) w?2-1 uv?+1 «?+1 u—-1 wu+1

—4u? du 1
/(u2—1)(u2+1) -

et en revenant & la variable x,
1 jx—1 Jx—1 -1
/— z de = —2arctan 1/ 2 +In 3:_+1 —1In
zVx+1 r+1 r+1

22) La fonction est définie pour z > —1. On effectue le changement de variable u = /1 + x.
On a donc

d’ou
u+1
u—1

' — 2arctan u,

z=uS—1 et dr=6u’du.

Alors
Vitz=u® et V1+z=1u>.

6uB
du .
/1—|—u2 “

W= —1+1= @+ 1) —u +u?—1)+1,

On est ramené a calculer
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donc

7

6 “ u5+u3 + arct
= _— — _ I 1n
7 3 3 u + arctanu | ,

et en revenant a la variable z,

[

(1 76 56 , 1 3/6 1/6 1/6
1+ /ltz —6<7( +1) 5(554‘1) +3(£L"+1) (1+2) +arctan[(1+:n) } )

23) Le trinéme 2 + 2z + 5 se met sous la forme canonique

x+12
1
() -

La fonction est définie sur R . On pourrait effectuer un changement de variable défini par

2 +2r+5=4

r+1

ht =
s 5

ou ¢ est un nombre réel, mais en fait on a intérét a transformer la fonction en multipliant par la quantité
conjuguée du dénominateur.

Va2 +2x+5—2 (Va2 + 2z +5—2)2

ViZ+2r +5+2 x2 4+ 2z + 1
224+ 20 +5—4Va2 +22 +5+4
- (z + 1)2
(x+1)2+8—4va2 + 22 +5
- (x4 1)2
8 VaiZ+ 20 +5
- 1+(x—|—1)2_4 (z+172

On remarque que ce calcul n’est valable que si z # —1. On a donc

Vaz+2x+5—2 /\/ZE2—|—23}—|—
dr = dx
VZ+2x+5+2 x+ 1)2

On calcule par parties l'intégrale de droite. Posons
2 / L
u=Vai+2r+5 et VvV ="y,
x

on a donc
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d’ou
/\/w2+2w+ Va2 +2x+5 /
:1;‘:
1""1 r+1 \/:L'2—|—2;L'—|—
Mais

/ dx B / dx
Val+ 220 +5 vt 1\?
2 /(53) +1

r+1 r+1 2
= 1 1
n 5 + < 7 > +

= In(z+1++vVa?2+22x+5)—In2.

Donc, a une constante prés, on obtient

VT2 75 -2 8 N
T dr = 7 — G aYI 2D 1+ Ve + 22 1 5)
Vi +2x+5+2 z+1 r+1

On peut transformer ce résultat, en multipliant par la quantité conjuguée du numérateur :

R S NN e
z+1 z+1 z+1
(22 + 22 +5) —
(z+1)(VaZ 4+ 2z +5+2)
4 (z+1)?
(x4 1) (Va2 + 2 +5+2)
z+1

4
V2 +2x+5+2

Finalement, & une constante preés,

vVaz+2 — 2 4 1
vy dr =x —4In(z + 1+ Va? + 2x +5) + (z+1) ,
V2 4+2r+5+2 24+ Va2 +2x+5

et la fonction obtenue est bien continue sur R.

Cet exercice montre que l'on peut obtenir le résultat sous de nombreuses formes.

24) La fonction est définie sur I'intervalle |0, 2]. On peut effectuer un premier changement de variable
u = 1/x ou u appartient a I'intervalle ]0, 1/2] On est ramené a calculer

1
uVu u?

/u2<1 _du2 1)/1+\/c2%'
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Un nouveau changement de variable t = v/2u — 1 donne alors

144
2

—tat 1
L 14— ) dt=—t+In(1+1¢).
141 /< +1+t> +in(1+1)

Vi 1=

[t (1457).

25) La fonction est définie sur ’ensemble | —oo, —3] U [—1, +o0[. On a alors

et du=tdt,

et 'on se raméne &

Comme

on obtient finalement

(z+1)(z+3) =2 +42+3=(z+2)? -1,
et I'on effectue le changement de variable
r+2=c¢ccht,
ol ¢ est le signe de x + 2, et ou t est positif. On a dx = eshtdt et 'on calcule

—dt.

\/h2 - h2t
/ bt htar— /S

On peut transformer la fonction en utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique, de la maniére
suivante :

h2t  sh?t¢ h?t ht
LT PR L
cht ch“t +sh*t 1+sh“t¢
alors )
h*t
/S—dt—sht—arctansht
et puisque

sht = Vch?t —1=+/(z+1)(z + 3),

on obtient finalement

/ \/m (w+1)(x+3)—arctan (x‘i‘l)(x"_?’)'

xr+2

26) La fonction est définie pour x dans U'intervalle |0, 3[. On a

dr —2* -3 =1—(x—2)%
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On effectue le changement de variable x = 2 + sint, avec t dans l'intervalle | —7/2, w/2[. Donc
dx = costdt. Alors I'intégrale devient

24 sint
/ o costdt:/(2+sint)dt:2t—cost.
cost

En revenant a la variable z, on obtient donc

x dx

Vdr — 2?2 -3
cos(arcsinu) = /1 —u?,

= 2arcsin(xz — 2) — cos(arcsin(z — 2)) .

Mais

d’ou

/L = 2arcsin(z — 2) — V4o — 22 — 3.
Vidx —z? -3

27) La fonction est définie pour x dans l'intervalle [—1, 1]. En multipliant par la quantité conjuguée
du dénominateur, on a

1 Vbhr + 7 V1—22

VAt T4+vV1—22 a2+5c+6 a2Z45r+6

On calcule tout d’abord

/ Vor + 7 vVor+ 17
I = dr = —  ax
22+ 5246 (x +2)(z + 3)

On effectue le changement de variable ¢t = v/5x + 7. On a donc

— 2t
x = 5 ‘ et dxr = = dt .
Alors ) )
t t
T+2= 3 et r+3= +8.
5 5
On se raméne au calcul de
/ 10¢2 dt
(t243)(t2+8)’
La fraction rationnelle se décompose facilement sous la forme
10¢2 16 6

E+3)(t2+8) £2+8 2+3’

d’ou

10¢2 dt t t
— 4v/2 arctan —— — 2v/3 arctan — .
/ (2 + 3)(t2 + 8) 22 V3



EM 20

Donc

VOILT o3 arctan Y22 T

I; = 4v/2 arctan
' 2/2 V3

On calcule ensuite

/ —V1—22

22+ 5x + 6

On effectue un premier changement de variable = = cosu avec u dans [0, 7] .
On a donc dr = —sinudu et U'intégrale devient

/ sin? u
du .
(cosu+2)(cosu + 3)

Mais, en effectuant le changement de variable ¢t = tan(u/2), la variable ¢ est positive et l'on a

2dt
u = 2arctant et du= ,
1+ t2
donc l'intégrale devient
2t \? 2dt
/ 1+t2) 1412 _/ At2 dt
1—2 12 ) (B3R +2)
) PANRAGEDCESCES)
142 14 ¢2
La fraction rationnelle se décompose sous la forme
42 __A B _C
(t24+3)(t24+1)(t2+2) t24+1 242 243"
On obtient A en multipliant par t? 4+ 1 et en remplacant t> par —1. On trouve A = —2. De méme, en
multipliant par t? +2, et en remplacant t? par —2, on obtient B = 8, et enfin en multipliant par t* + 3,
et en remplacant t> par —3, on obtient B = —6, d’ou la décomposition
412 —2 8 6

E13@ 1)@ +2) P+l 212 £+3

En intégrant, cela donne

442 dt t
—2arctant + 4v2 arctan — — 2v/3 arctan — .
/ E+3)(E2+ D)2 +2) \/i V3
Mais
B 1
T =cosu = T2

et 'on en déduit que
z(1+t3) =112,



EM 21

puis que
z+1)=1-=z,
donc
I
14z
Alors

/11— [ 1-— [ 1-—
I, = —2arctan H—i—i—él\/iarctan ﬁ—%/garctan 3(174_2)

Finalement la primitive cherchée vaut

Voxr + 7 Voxr + 7

dr = 4v2arctan — 2v/3 arctan

2v/2 V3
—2 arctan 1_—3: + 4\/5 arctan 1_73: — 2\/§ arctan 1_73:
V1+az 2(1+ ) 31+x)

28) La fonction est définie si # > 1. On peut utiliser le changement de variable x = ch? u avec u > 0.

Alors

1
/\/53:+7—|—\/1—x2

r—1=sh’u et dr=2chushudu.

L’intégrale devient

/(chu+1)2chudu.

Et en utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique

2¢h?u=1+ch2u et sh2u=2shuchu

on obtient
/(Chu+1)20hudu = /(1—|—ch2u—|—20hu)du
= u+Sh2u+ZShu
= u+shu(chu+2).
Mais
shu=+vx—-1 et chu=+x,
donc

e =shu+chu=+vr—1+x.

Alors, en revenant a la variable z,

Vo +1
Vo —1

dr =In(vVz+ vV —1)+Vz — 1(Vz +2).
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29) La fonction est définie si z > 0. On intégre par parties.

1 VAl
\/%dl‘:%/l—l—xlnzn—2/ ;_xd:n.

On pose alors u = /1 + z, donc

r=u’—1 et dr=2udu,

et I'intégrale

[

+xd1‘
x

se transforme en

2
u® du 1 1
/2u2—1:/<2+u—1_u—|—1> du=2u+1In|ju—1] —In|u+1|.

D’ot, en revenant & la variable x > 0,

1
BT gr=2/Ttzlhe-4/I+tz—2In(vVa+1-1)+2m(Vz +1+1).
Vvi+z

30) La fonction est définie pour x dans U'intervalle [—1, 1]. On intégre par parties.

/ 22 arcsinz dr = z* arcsin x / z? dr dx
"3 3V1I—22

En effectuant le changement de variable u = v/1 — z2, on a

—udu
r=V1-u? et dor=-—,
V1—u?

et I'intégrale
/ a3 dx
— —dx
3 V1 — a2
devient

u
= d = —
3u Ny 3 T

D’ot, en revenant & la variable x

/(1—u2)\/1—u2 —udu u? —1 3

3 1
/3:2 arcsin x do = %arcsin:n—l— §($2 +2)v1—22.
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31) a) On calcule la primitive en écrivant la fonction f en fonction de tan(z/2). On a

1
1 B 1 B 5(1+tanzg)
. — T — .
2 +sinz 91 2tan§x tan2£+tang+1
1—|—tan2§

Si l'on pose t = tan(z/2), on a alors

1 T
dt = = (1 tan? —) da,
5 + tan 5 T
e . dt . . . ..
et l'intégrale f(x)dx devient E— i1 ce qui, donne par la formule d’intégration de 'inverse

d’un trinéme du second degré sans racine réelle,

/7dt = iarctan 241
2+t+1 /3 V3

Alors
x
9 2tan - +1
F(r) = — arctan ———=——
() 7 7
Cette fonction F' est définie lorsque tan(z/2) est définie, c’est-a-dire si /2 est différent de 7/2 + k.
Donc le domaine de définition de F est

Dy =R\ {(2k + )7 |k € Z} .

b) La fonction f est définie et continue sur R tout entier car son dénominateur ne s’annule jamais. Elle
posséde donc une primitive continue dans R et en particulier dans l'intervalle | —m, 37 [ . On a donc

Ztanf—l—l
— arctan ——=— + K si —m<x<m

V3 V3

Ztanf—l—l
— arctan ———=—— + K siTt<xz<3m

(V3 V3

La fonction G étant continue en 7, on doit donc avoir

G(r) = lim F(x)+ K; = lim F(x)+ K»

T—T z—7t

c’est-a-dire

v T
—+K == +K>.
N Y S

En prenant par exemple K; = 0, on trouve Ky = 271/3, et I’on obtient la primitive G suivante :
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9 2tanE +1
— arctan —=—— si —m<ax<m
V3 V3
G T six=m
(v) = V3
2tanE +1 o
—arctan ——=— + — siT<x<3m
V3 V3 V3
c) Alors
27
/f(x)dx = G(2n)—G(n/2)
w/2

B i arctan 2tan T + 1 2 arctan 2tan% +1
V3 R V3
2 1 277 2

= ——arctan — —arctan\/g
V3 x/§ V3 V3

_ 2 (_ Ty L2
V3\6 3/ V3

- 5%
3v3

32) On intégre par parties, en posant

v(x) = arctan L et u(z)==x.
T

+2
on a
V() = 3 1 B 3 B 3
_(x+2)21 r—1\2 (@+22+@x—-1)2 222+22+5’
+<:13—|—2>
et )
x
D’ou )
z—1 3 r*dr
)dr = — arct -
/f x arctan PRI 2/2x2+2x+5

D’autre part, en décomposant la fractlon et en faisant apparaitre la dérivée du dénominateur, on
obtient

5
B S T
222 +2x +5 222 +2x +5

1 4o + 2 2
4222422 +5 222 +224+5°

1
2
1
2



On obtient donc

20 + 1
3 )

2% dx z 1 2
T =T T In(22% 4+ 2 — Zarct
/2x2+2x+5 2 4n(x+ z+5) g arevan

et finalement

r+1

2 -1 3z 3 2
/f(x) dr = % arctan — i Zx + gln(2x2 + 2x 4+ 5) + arctan
x

33) a) En faisant apparaitre la dérivée du dénominateur, on obtient

t+8 1 w42 7
w2 +2r+3 222+20+3 22+22+3°
Dot +8 1 7 +1
x x
T e = In(a? 422 +3) + — arctan - |
/3:2+23:—|—3 x 2n(3: +2x + )+\/§arcan 7

b) On effectue tout d’abord la division euclidienne de z* + 1 par 23 + 222 4+ 3z. On a donc

x? +1|2® +222 +3z2
—zt =223 —32° )
—2x3 —32°
2% +4x% +6x
x> +6x +1
ce qui donne
22+ 6z 41
g(x) =z -2+

z(x? +2x+3)

Par ailleurs

1 2
1+63:—|—3:2:§(3+2x+:p2)+§($—1—8),

et donc ) ,
—r—921 1= ‘
g(@) =x =2+ =+ 2 f(x)
Alors ,
1 1 2 1
/g(x)dgc: % —2x+§ln\xl+§ln(x2+2w+3)+¥ arctan—x\—/g :
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34) a) La fonction f est définie sur R*. Pour trouver une primitive, on la décompose en éléments simples

sous la forme
(@) +b+ cxr+d
r)=a+—+———"7-—.
x x224+xz+1
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Le nombre a est le rapport des termes de plus haut degré de f. Donc a = 1.
Le nombre b, est la limite en zéro de = f(z) On obtient b = 1. Donc

1 cx+d
=1 — _
f(z) +:E+l‘2—|-$—|—1
Alors 5 J
f(-1)=0=d—c et f(1)=§=2+c§ .
On en tire immédiatement ¢ = d = —2. Finalement
1 2x + 2
S e
flz)=1+ ol

et en faisant apparaitre la dérivée du dénominateur de la fraction de droite

1 20 +1 1
14 _
f(z) +x 2+rx+1 224417

Ce qui s’intégre directement :

2 2x +1
z)de = x+In|z| —In(z? + = + 1) — —= arctan ~————
[ @ o]~ n ) - parctan =
b) La fonction ¢ est définie pour ¢ distinct de k7 /2 ou k est entier. Pour déterminer quel changement
de variable utiliser, regardons 1’élément différentiel

sint + cost 2 — sin 2t

t)dt = dt,
9(t) sintcos?t 2+ sin2t

Si l'on calcule g(m + t)d(m + t) on obtient

sin(m +t) + cos(m +t) 2 —sin2(w + t)
t)d t) = d t
glm + t)d(m +1) sin(m +t) cos?(m +t) 2+ sin2(m +¢) (m+1)
—sint —cost 2 —sin2t

—sintcos?t 24 sin2t

Donc
g(m+t)d(m +1t) = g(t)dt.

L’élément différentiel étant invariant par le changement de ¢ en 7 + ¢, on peut exprimer g(t) dt sous la
forme h(tant)d(tant), et donc, utiliser le changement = = tant¢. En remarquant que

dt

d(tant) = ——,
( ) cos?t
transformons en fonction de tant I’expression

sint + cost 2 — sin 2t
sint 2 +sin2t

k(t) =
En utilisant la relation

2tant

Sin2t = ————
1+ tan2t’
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et en mettant cost en facteur au numérateur, on obtient

2tant
k(1 cost (sint ) 1+ tan2t
®) = sint <cost+ > 9 2tant
1+ tan?¢

tant 4+ 1 tan® —tant + 1
tant tan?+4tant + 1
tan®t 4+ 1
tant(tan? +tant + 1)

= f(tant).

On a donc finalement

/ o(t)dt = / F(tant) d(tant) |

et il résulte de a) que

2 2tant 41
/g(t) dt = tant 4 In|tant| — In(tan®t 4 tant 4+ 1) — —= arctan stantt 2

V3 V3

35) Commengons par décomposer en éléments simples la fraction f. Elle se met sous la forme

b cx +d

f@)=at 3+ 71

Le coefficient a est le rapport des termes de plus haut degré donc a = 1.
Pour obtenir b, on multiplie par x + 1, et 'on fait tendre x vers —1. On obtient

3
. .o+ r+1
b= lim ((@+Df(z) = lim —F— g =1
Donc ) L
cx
=1- .
f(@) PP B
On obtient le coefficient d en donnant a z la valeur 0. Donc
f0)=1=d,
et 1 41
cr
fz) = x4 +3:2+:E—|—1'
Enfin, en prenant la valeur x = 1
1 c+1
N=-=1-—=-
donne immeédiatement ¢ = —1. Finalement
1 —x+1
f(x) =

27
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Il reste & décomposer le terme de droite pour faire apparaitre la dérivée du dénominateur :

—x+1 B 1 2x+1 +3 1
24rx+1  2x224x+1 222+4x+1"

et donc
1 1 2x+1 3 1

- +_ .
r+1 2x24+2x+1 2z224zx+1

flz)=1-

On obtient alors, sur R*, la primitive
20 +1

73

Regardons maintenant I’élément différentiel g(x) dz. Si 'on change x en m — x, on obtient facilement

1
F(e)=z~Inlo+1] - 5+ +1) +v3arctan

g(r — 2)d(r — 7) = —g(r — z)dz = g(x) da,
et donc on peut écrire g(x) sous la forme h(sinz) cos z. En effet

2sinx cos x(1 + sin® x) + 2 cos =
(sinz + 1)(1 + sinz + sin® z)
2sin (1 4 sin? x) + 2
= — - —5— COST
(sinz 4 1)(1 + sinz + sin” x)

= 2f(sinx)cosx.

g(z) =

Le changement de variable ¢ = sinx raméne donc au calcul précédant, et g a pour primitive G définie
par
G(z) =2F(sinz),

pour x # —7m/2 + 2kw avec k € Z.

36) a) La fonction f est définie sur l'intervalle 7 = [0, 1[. L’application ¢ — sin® ¢ est une bijection de
[0, m/2] sur I, et 'on a alors, si x est dans I,

t = arcsin vz .

On suppose donc t dans [0, w/2[. Alors tant est positive et

1 | sin?t 1
.9
sin“t) = = tant.
u ) 1—sin?t\ 1 —sin?¢t cos?t

dr = 2sintcostdt.

On a aussi

On est donc ramené & calculer

1
/ 5—tant (2sintcost)dt = 2/tan2tdt
cos“t

= 2/(1+tan2t)dt—2/dt

= 2tant —2t,
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et I'on obtient comme primitive de f la fonction
F(x) = 2tan(arcsin /x) — 2 arcsin /z .

Mais, puisque arcsin u appartient a Uintervalle [—7/2, w/2], son cosinus est positif, donc

cosarcsinx = \/1 —sinfarcsinz = /1 — 22 ,

et ) .
‘ . sin arcsin x T
anarcsin r = - = .
cos arcsin x V11— 22
Alors
tan(arcsin /) = = .
Vi—s Vi-e

On obtient finalement

F(x) =2,/ ’ — 2arcsin /.
11—z
b) Si l'on pose u = 1L pour x dans I, on obtient
Vi1-2z

u2

T +u2’
donc
d 2u du
T = .
(14 u?)?
Par ailleurs

On est donc ramené au calcul de

2udu 2
2 _ _
/u(1+u)(1+u2)2—/<2—1+u2> du = 2u — 2arctanu .

Donc on obtient comme primitive

G(a:):21/1f$—2arctan1/1fx.

On obtient deux primitives de la méme fonction. Elles différent donc d’une constante. Alors F—G = K,
mais en zéro, on a

K = F(0) — G(0) = 0.

Les fonctions F' et G sont donc les mémes.
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On a tout d’abord

1 1 m us
I=F(2)-F0)=2(1- arcsin— :2(1——):2——.

<2> (0) < arcsin \/§> 1 5

On a également

IzG(%)—G(O):2(1—arctan1):2<1—%>:2—g.



