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Exercice 1 : (4 pts)
Si V(F) désigne la valeur de vérité de la fbf F de la logique des propositions, a 1’aide de min et max,
exprimez V(F) dans chacun des cas suivants :
a)F=-A; b) F=(A AB); c) F=(Av B); d F=(A— B); e)F=(A©B).
On considere les formulesp=pA (-gq—(g—p)) ety =(pv q) < (-p v —Q).
En utilisant la question précédente, déterminez V(¢ ) et V(y), sachant que V (p) =0etV (q) = 1.

Exercice 2 : (5 pts) On considére les énoncés suivants:
1. Si Brahim rate son examen alors il sera déprimé.
2. S’il fait beau alors Brahim ira a la piscine.
3. Alapiscine, Brahim ne travaille pas.
4. Si Brahim ne va pas a la piscine alors il sera déprimé.
5. Brahim ratera son examen s’il ne travaille pas.
Question 1 : Formalisez le probléme en logique propositionnelle, avec : R : « Brahim rate son examen »,
B : « Il fait beau », P : « Brahim ira a la piscine »,T : « Brahim travaille », D : « Brahim déprime ».
Question 2 : Montrez que Brahim sera déprimé.

Exercice 3 : (05 pts). Soit I’ensemble de connecteurs E= { —, L } ou L représente la constante « faux ».
1. Montrez que E est un ensemble complet de connecteurs.
2. Montrez que G ={ — } n’est pas complet. Pour cela, vous prouverez qu’il n’existe pas de formule F,
formée a 1’aide de variables et du connecteur « — » seulement, équivalente a 1. Raisonnez par
récurrence sur le nombre d’occurrences de — dans F.

Exercice 4 : (06 pts).
1. Montrer, en utilisant le théoreme de déduction, que la formule F1 suivante est un théoréme.
FI=(A—>B)»>(B—->C)—>(A—>(A—>B)—>0))
2. Montrer, maintenant, que la formule F2 suivante est un théoreme ; et cela sans utiliser d’hypothése.
F2= (A—>B)->B—->C)—>(A—>B)—>(A—>0Q)

3. Soit SFLP" I’extension du SFLP obtenue an ajoutant la formule suivante (*) comme quatriéme axiome :
* (A—>-B)—>(+-A—>B)
A I’aide de la méthode axiomatique, montrer que SFLP™ est incohérent ( inconsistant).

Bon courage !
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Corrigé de ’examen de Logique mathématique 2013/2014

Ex.1:a)V(-A) =1-V(A); b)V(AAB)=min(V(A),V(B)); ¢) V(A v B)=max (V(A), V(B));
dV(A—>B)=V(=AvB)=max(1-V(A),V(B)); e V(A-B)=V(A—> B) A (B—-A)
=min((max (1 - V(A), V(B)), (max (1-V(B),V(A)).
¢=pA(nq—(q—p) = V(p)=min(V(p), V(- q—(q—p))
=min (V(p), V(@ v (q—p)))
=min (V(p) , max (V(q), V(-q) , V(p)))
=min (V(p) , max (V(a), 1 -V(a), V(p)))
=min (V(p), 1) =V(p) =0, donc V(e) =0
y=(pva)e(pv-g)=V(y)=1ssi V(pvg)=V(=pv Q)
ssi- max( V(p), V(q)) = max(1-V(p), 1-V(q))
ssi V(p) = V(q) ce quiest le cas, donc V (y) =1.

Ex. 2 : Question 1. Formalisation :
R—D

B—P

P——-T

abrowdE

Question 2. Montrer que Brahim sera déprimé, revient a montrer que la forme d’argument suivante est
valide: 1,2,3,4,5 |=De |= (A A2A3A4A5) — D. Eneffet, raisonnons par 1’absurde
et supposons que @ = ((L A2 A3 A4 A5) — D) n’est pas une tautologie <> ¢ possede au moins un
contre modele | < | satisfait (1 A 2 A 3 A 4 A D) et ne satisfait pas D. < | satisfait (- R v D) A
(=B VP)A (=P v—=T ) A (Pv D) A (Tv R)) et ne satisfait pas D. < | satisfait - R et T et —P et P
< contradiction . D’ou ¢ est tautologie, c’est a dire Brahim sera déprime.

Ex3: 1. Pour montrer que E est un ensemble complet de connecteurs, il suffit d’exprimer chacun des
connecteurs : —, A, v, <> en fonction des éléments de E.
—a=a—>1l; anb=——(@Ab)==(-av-b)==(a—-b)=(a—>(b—>1))— L
(avb)=(——avb)=(—a —b)=(a— 1) —b.
(aob)=(a—=b)a(b—a)=((a—b) > ((b—a)— L ))— L. D’ouE est complet.

2. Pour montrer que G n’est pas complet, montrons qu’aucune formule construite a I’aide du seul
connecteur — n’est équivalente a L. On le vérifie en prouvant par récurrence que la propriété P(n)
suivante est vraie pour tout n > 0.

P(n) : » toute formule écrite avec n connecteurs — n’est pas équivalente a .

- Base de récurrence : n = 0, une formule sans connecteur est de la forme ¢ = p qui n »est pas
équivalente & L. Donc P(0) est vraie.

- Hypothése de récurrence : supposons P(m) vraie pour tout 0 <m <n. Soit ¢ une formule
contenant n + 1 connecteurs —. Alors ¢ est de la forme ¢ = @; — ¢, 0U @1 et ¢, comportent
au plus n connecteurs —. Par hypothése de récurrence, ¢; et ¢, ne sont pas équivalentes a L.
Il existe donc une interprétation I telle que I (¢2) = 1. Par consequent | (¢ ) = 1 et ¢ n’est pas
a L. D’ou P(n) est vraie pour toutn € N.
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Ex.4:1) Montronsque F1=((A—B) > (B —> C)) > (A— ((A— B) > C))) estun théoréeme en utilisant
le théoréme de déduction.
1. (A > B) > (B — C) Hypothése.
2. A Hypothése.
3. A — B Hypothese.
4. B MP(2,3).
5. B>C MP(1,3).
6. C MP(4,5).
Dou {(A>B)>(B—>C), AA(A>B)} |-C <
| - (A > B) > (B— C)) > (A - ((A - B) > C))) par I"application trois fois successives du théoréme
de déduction.
2) Montrons que F2= ((A — B) - (B — C)) - ((A — B) —» (A — C)) est un théoréme en utilisant une
démonstration pure.
1. B—>C)—>((A—>B)—>(A—>C)) thm 2, exo 11, série 2
2.((A—>B)—> (B—>C)) > (B—(B—C)) thmf2, exo 14, série 2
3.(B—>(B—>C)) > (B—>C) thmfl, exo 14, série 2
4. (A—>B)—>(B—>C))>(B—>C) Trans(2,3).
5.(A—>B)—>(B—>C) > (A—>B)—>(A—>C)) Trans(1,4).

3) Pour montrer que SFLP™ est incohérent, il suffit de supposer que —A est un théoréme, et montrer que A
est aussi un théoréme de SFLP". En effet,
1. —A Théoréme.
2. (A—> —=A) > (-A— A) Axiome (*)
3. =A >(A —> —A) Axiome 1.
4. -A —> (—A—> A) Trans (3, 2).
5. (-A—>A) MP(1,4).
6. —=A —>(A > —(A —>A)) Thm e) Exo 12 Série 2.
7. (A >(A > =(A ->A))) >((—-A - A) >(=A—> =(A —>A))) Axiome 2.
8. (HA> A) > (—wA—> =(A—>A))) MP(6,7).
9. (wA—> -(A —>A)) MP(5,8).
10. (=A— =(A >A)) > ((A— A) >A) Axiome 3.
11. (A—> A) ->A) MP (9, 10).
12. (A— A) Théoréme montré en cours.
13. A MP (11, 12).

D’ou dans le SFLP* A et —A sont simultanément des théorémes, d’ou son incohérence.
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