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Exercice t. (4 points)
1. Montrer par récurrence que :Yn € NI, f& € NI : ?zz + (n + 1)* + (n t- 2)u ̂= 9k.

'2 .  Soient  a,bt0.  Montrerparcontraposi t ion que:  s i  
I .  

J5, '  a lors 
#f  

> , /3 .

Exercice 2. (t4 points)

1. On définit sur Zlarelation binaireÎ-par:

Y r ,  y  e V . . ,  r L y + = = +  3 h  e V ' :  1 2  -  Y 2  :  3 k .

(a) Montrer que R est une relation d'équivalence ?
(b) Donner la classe d'équivalence de 0.

Exercice 3. (6 points) 
c)

ûn consiclère I'application / : iR .-.> R. définie par: T@) : trZ + 3r + 
i

1. Calculer /(0), l (-3) et f- ' ({-1}).
2. / est-elle injective ? surjective ? bijecrive ?
3. Donner des intervalles f, J pour que ,f : I -+ ,,I soit bijective; puis donner Ia réciproque

. f - t  d"  f  -

Exercice 4. (6 points)
I) Soit f , D f C IR -+ IR. la fonction définie par :

r@)- T1"
1 2 + r

(a) Déterminer D1\e dornaine de déf,nition de f -

(b) Catcutet 
,$o t @).

(b) La fonction / est-elle prolongeable par continuité en " 0" ?-Si oui, donner son

prolongement, notê f .
II) l) Enoncer le théorème des valeurs intennédiaires.

2) Considérons la fonction g définie par :

srn u

Février 2419

g(r) : I
t

1 2 - + r

1 * In(1 -i- î)

r * I

- 1 < r < 0

s i  r ) 0 .

(a)

(b)

g est-elle continue sur [- I,,r],J

Peut-on appliquer [e théorème des valeurs intermédiaires à la fonction g sur l-[,t11

Ron Courage



Université A/ Mira de Béjaia
Faculté de Technologie
Département de Technologie
1è'" année ST

Février 2019

Corrigé de I'examen de Mathsl

Exercice l. (4 points)

1.  Montronsparrécurrenceque :Vn e N, lk € N: n3 + (n+ t) t  + (n+2)3 :9k.

Pourn € N, notons par P(n) lapropriété n3 + (n+ f)t + (n+ 3)3:9k, k e N.
Pourn=0, on a03 + (0 + r) t  + (0 + 2)t  :9 :  9 x 0 donc
l k :0  e  N :  03+  (0+  1 ) t  +  (0  +2 ) t : 91c .  C 'es tàd i reP(0 )  es tv ra ie .
So i tne  N .Supposonsque  P( " )eq tv ra ie  ( i . " . , f k  e  N :  n3  + ( r+  f ) t+  (n+2 ) t :9k )  e t

' l f

o i (
J

O n a
slg <,/i +
a  * b

(o+3b)  <  o tÆ+br t
(a - " r [ s )< (b 'Æ-3b)
o , ( 1  - , , Æ ) < b ( t Æ - 3 )

.  0 - . Æ ( 1  - J g )
'  

b '  ( 1  - \ Æ )

+  ? ,  t t g
b -

pai te principe de contraposition, on a àémontré.la proposition

(a+3b) < (o+ b) ' /5

J

si 
i. JS. alorsry>,/5.

a *  b

C



L

Exercice 2. ([4oints)
I. Dans Z, on définit la relation binaire R par :

Y r ,  Y  e V , , , ,  r R A < +  1 k  e Z  :  1 2  - A 2  : 3 k .

(a) Montrons que?- est une relation d'équivalence.
(i) Réflexivitê de R : soit r e Z. On a

12 -  12 :0  :3  x  0  donc 3 lc :0  e  Z:  t r2  -  12 -  3 lc .  ?*
Donc Yr e Z, r&r. D'où la réflexivitê de R.

(ii) Symétrie de?-: soient r,U e V,,tels que rRy. On a
r R A + 1 k € Z : 1 2 - U 2 : 3 k

+  3k  e  Z  :  -A2  +  12  :3k  ( x  ( - l ) )
+ l l c e Z : y 2 - 1 2 : 3 ( - k )
a f l ç t  - ( - k )  e  Z : A 2 - 1 2 - J k ,
ayRr

Donc Vt,y e Z, tRA a yJly. D'où la symétrie de 73.
(iii) Transitivité de?-: soient r,U, z e Z, tels que rRy etyRz. On a

{T, =*{

+

I

J X

i) ,

f( '
r)

- (u

r)=

+ l

3

3)

lr
' ("

.2

/(o) - o2 f

/(-3) - (-

/ - ' ( { -1 } )  -  { r  e  R,
- { r € R / /

- {r e IR/r:

I
4

-3)

1 ) ]

o * l
+ 3  x  (
' ) € { -
-  - 1 )

Br  +?4

t @

{

U

S k e Z : 1 2 - y 2 : 3 1 c . . .
et
3 k ' e Z , y ' - 2 2 : 3 k ' . . .

1 fft,k' e. Z : tr2 - A2 + A2 - 22 : Jk +Bk'
I flç,lc' e Z : rz - 22 : 3k + Zk'
a ]ft, - (k + k') e Z : tr2 - z2 : Jkt
l aJlg

Donc Yr,y, z € Z,rRA et yRz I aJl7. D'où la transitivité defu.
De (i), (ii), (iii), on a R est une relation d'équivalence.

(b) La classe d'équivalence de 0.
0 - { "  e  Z : r " c } }

- { r e Z : l k e Z :  1 2 - 0 : 3 k }
- { r e Z : l l c e Z :  1 2 : 3 k }
- { r : * { 1 8 / k e  N  e t  r e Z }
-  { . . . ,  - 6 ,  - 3 ,0 ,3 ,6 ,  . . . }

Exercice 3. (6points)

On considère l'application / ' lR ---+ IR définie par f (r) : tr2 + 3r + 94

1. Calculons /(0), /(-3).

/ ) (

9 9 ,- - - -
4 - 4 \



R.lr' t 3r *

r Injectivité de T : f n'est pas injective car g :: admet deux antécédents
4 ./-

question précédente) /(0) - f (-3) : 
! 

-ui, 0 + -3.

. Surjectivité de T , f n'estpas surjective car.A
question précédente). -=+i\

o Bijectivité de f t f n'est pas bijective car elle n'est pas surjecti{V, ,o} )
t  - t t  t
l . - 2

. \.'..<
3. Donnons des intervalles I et J tels que T t I ---+ J soit bijective el-déterminons
I'application réciproque T-r.
Résolons l'équationy - f @) où g € J etr à déterminer d'une manière unique dans /

u  :  t r 2  * J r *  I  -  1 2  + J r  * l - ,  -  o
q

A - e - 4 ( : - a ) - 4 y, 4
A > $ = = e 4 y > S 4 A € 1 0 , + o o [

les racines sont - - 
-3 + tÆ - 

-3 
r G]t 7 : - - - r - :  

2  
- f  , / y ,  e t t r 2 -

Le tableau de variation

Il est facile de vérifier que f t I : ï+, *oo[-+ ./ : [0, +*[ est une bijection.

13
4

- { r e
- a

2.

-3 - '/q -3
- ' Æ

f-' , [0, +oo[ - t+, *oo[
' a ,- r-'(ù - +."\ W- 3 + ' Æ

Remarque : on peut aussi considérer la bijection / :
ce cas

f-' t [0, +co[ ---+] - F,

y *--+ f 
-'fu)

/ :l - @, 
f, 

--* J : [0, +*[er dans

- 3 1

2 J

: -

x -û -3i2 +

f'(x) o
I -f

(xl

b

0

-3-  Jq -3 - ,/a



Exercice 4. (6 points)
I) Soit f , D r c IR --+ lR la fonction définie par :

T@):+2
(a) Déterminons Dr le domaine de définition de /.

/ est définie si et seulement si le dénominateur (r' + r) est différent

Or 12 * r *0 si et seulement si r + -L et r I 0
On écrit Dr : R\ {-1,0}

(b) Calculons Jg, f @).

. W s i n r  1 \  n
l l f r ]  ^  :  l l m  X - ; l - 1 .

r - J b 1 2 + r  r - - - + o \  z  r * L '
Remarque on peut utiliser la règle de I'hospital.
r .  s ln t r  r .  cos u
I i r r  ^  :  I i m : : 1

r----+0 f" * tr c--+0 2f t L

(c) La fonction / est-elle prolongeable par continiuté en "0" ?
P  e n O s i

"$, 
f @) existe et es

finie.

Comme 6rn Itn a - 1, on déduit que / est prolongeable par continuité en 0.
c---rO fz ,f f

Son promogement s'ecrit :

i ( * ) : {  f f i  s ' i  r€R\{ -1 'o}
L  1  s i  t : 0

III) l) Le théorème des valeurs intermédiaires. i
Soit / , la,bl ---+ IR une fonction telle que
1. / est continue sur [a, b],
z . f ( " ) . f @ < o .  -
Alors
f co e]a, b[: f ("o) - 0. ; '

2) Considérons la fonction g définie par :

(a) 9 est

r --t.

(

g(r) : 
{

t
-elle continue sut [- f,,

sin r
7n 

est continue su

r)

sin r
r ' + r

+ 1n(1 +
r * I

t ?

I  -  1 , 0 [ c

1

; , L+

sur

s i ,  - 1 <  r < 0

s i  r ) 0 .

elle est continue sur [-1. Ot
L

donc

4



etî -+

,D-+0-

, :F
1*  ln ( l  +  r )  ^^+  ̂ ^ -+ ! - . - ^  ̂ . - -  rn  r  ̂ ^ r  r ^ *^  ^ r---- est continue sur [0, +oo[ donc elle est continue sur

r * L [0, 1], il reste

doncàétudier lacont inui téde senr - l .ona9(0)  -  t  * I " ! tJo)  - ,

.  

r - - - *  - - r \ - , t  
0 + 1

l im o(r \  -  l im Tt"  :  1 et  l im q(r \  -  I im ,1+ 
In( l  + r)

c - - - ) 0 - " t '  æ - - - - + o - r z * r  r - - > 0 * " "  c - - + 0 * '  r * I

On a liry g@) - Lim , g(r) - g(0)rDonc A est contiinue en 0.
æ-r0*

Finalement la fonction g est continue sïr [- i,t].
(b) Peut-on appliquer le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction g

sin(- { )

sei) : ,_IuL_:^, :
\ - 4 )  -  

4
,/_f

- T =
rr2 l '

T 6 -  4_r6e_ , a: 2 q n r - n ' u

| 'lr
sur l- z-l

\_

I
I
\
t
T
Eg

J

, 1 ]  ?

o ( 1 ) - r + r n i r + r )v '  
I + L

1 + ln t'z)- - - -  - : - ' ; ' S

La fonction g est continue sur t-i, 1], mais g(-i).g(I) > 0, donc on ne peut pas

appliquer le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction r 
' 1r - 1

I  sur ,-  n, 
t t .

)

)


