
Chapitre 4Mouvement relatif, 
hangement de référentiel
4.1 Position du problème4.1.1 De�nitions et notations Il est né
essaire de 
hoisir un référentiel pour dé�nir à 
haque instant la position, lavitesse et l'a

élération d'un objet. Souvent, le référentiel 
hoisi est 
elui dans lequel lephysi
ien observe le mouvement. Mais quelques fois, 
e référentiel est peu adapté à unedes
ription 
inématique simple et il est plus avantageux d'utiliser un référentiel relatif.Soit ℜ un référentiel "�xe" ou "absolu" lié à l'observateur, et ℜ′ un référentiel "mobile"ou "relatif". Nous allons 
her
her 
omment se transforment les ve
teurs position, vitesseet a

élération lorsque l'on passe d'un référentiel à l'autre.Remarque : Les termes "�xe" et "mobile" n'ont pas de signi�
ation intrinsèque.Ce qui est important, 
'est que les deux référentiels soient en mouvement l'un parrapport à l'autre. Il est préférable, 
ependant, que le référentiel "�xe" soit un référentielgaliléen.Référentiel absolu ℜ- Système d'axe [Ox), [Oy), [Oz)- Repère { ~ex, ~ey, ~ez}- Ve
teur ~OO′ = a. ~ex + b. ~ey + c. ~ez

Référentiel relatif ℜ′- Système d'axe [Ox′), [Oy′), [Oz′)- Repère { ~e′x, ~e′y , ~e′z}- Ve
teur ~O′M = x′. ~e′x + y′. ~e′y + z′. ~e′zOn note :� ~v(M/ℜ) la vitesse du point M dans le référentiel absolu ℜ� ~v(M/ℜ′) la vitesse du point M dans le référentiel relatif ℜ′� ~v(ℜ′/ℜ) la vitesse d'entrainement de ℜ′ dans ℜ, 
'est à dire la vitesse qu'aurait le point M dans ℜ s'il était �xe par rapport à ℜ′� ~a(M/ℜ) l'a

élération du point M dans le référentiel absolu ℜ� ~a(M/ℜ′) l'a

élération du point M dans le référentiel relatif ℜ′� ~a(ℜ′/ℜ) l'a

élération d'entrainement de ℜ′ dans ℜ, 
'est à dire l'a

élération qu'aurait le point M dans ℜ s'il était �xe parrapport à ℜ′Attention : ~v(ℜ′/ℜ) 6= ~v(O′/ℜ) et ~a(ℜ′/ℜ) 6= ~a(O′/ℜ). La vitesse (a

élération) d'entrainement n'est pas la vitesse(a

élération) du point O′ par rapport au référentiel absolu 
ar, si tel était le 
as, nous aurions omit la possibilité d'unerotation du référentiel ℜ′ par rapport à ℜRemarque 1 : Les ve
teurs position, vitesse et a

élération, qu'ils soient 
onsidérés dans le référentiel absolu ourelatif, sont avant tout des ve
teurs au sens mathématique du terme. De 
e fait, ils peuvent être exprimés à la fois dansles repères { ~ex, ~ey, ~ez} ou { ~e′x, ~e′y, ~e′z}. Il s'agit, là en
ore, de ne pas 
onfondre les notions de repère et de référentiel.Toutefois, pour rendre la notion de "
hangement de référentiel" plus intuitive, nous adopterons les règles suivantes :� La position, la vitesse et l'a

élération d'un point M dans le référentiel absolu seront exprimées dans la base desve
teurs du repère lié au référentiel absolu { ~ex, ~ey, ~ez}� La position, la vitesse et l'a

élération du référentiel relatif par rapport au référentiel absolu seront exprimées dans labase des ve
teurs du repère lié au référentiel absolu { ~ex, ~ey , ~ez}� La position, la vitesse et l'a

élération d'un point M dans le référentiel relatif seront exprimées dans la base des ve
teursdu repère lié au référentiel relatif { ~e′x, ~e′y, ~e′z} 21



4.1.2 Mouvement d'entrainement : translation et/ou rotation de ℜ′ par rapport à ℜLorsque θ est �xe (θ̇ = 0), le référentiel relatif ℜ′ est en translation par rapport au référentiel absolu ℜ : quelques soient lesvariations du ve
teur ~OO′, les ve
teurs de base { ~ex, ~e′x}, { ~ey , ~e′y} et {~ez, ~e′z} forment toujours le même angle entre eux.Lorsque le ve
teur ~OO′ est �xe ( d
dt

~OO′ = 0), et que θ est variable dans le temps (θ̇ 6= 0), le référentiel relatif ℜ′ est en rotationpar rapport au référentiel absolu ℜ.Dans le 
as général, lorsque le ve
teur ~OO′ et l'angle θ sont variables dans le temps, le référentiel relatif ℜ′ est en translationet en rotation par rapport au référentiel absolu ℜ. C'est le 
as pour lequel nous allons établir les relations de passage du référentielrelatif au référentiel absolu et inversement.Remarque : pour des raisons de 
larté, il apparait dans le s
héma 
i-dessus que le ve
-teur ~ez est toujours 
olinéaire au ve
teur ~e′z : même si une telle 
on�guration est souventren
ontrée en pratique, elle ne 
onstitue pas le 
as général. Dans la suite, nous imaginonsun référentiel en translation et en rotation par rapport à un autre, pour le lequel le ve
teurrotation ~ω est quel
onque (
.f. �gure 
i-
ontre)4.2 Composition du ve
teur positionEn utilisant la relation de Chasles, il vient naturellement : ~OM = ~OO′ + ~O′M . Il s'agit de la loi de 
omposition du ve
teurposition.
~OM = ~OO′ + ~O′M (4.1)
~OM = (a. ~ex + b. ~ey + c. ~ez) +

(

x
′
. ~e′x + y

′
. ~e′y + z

′
. ~e′z

) (4.2)Il est possible d'exprimer les ve
teurs de base du repère relatif en fon
tion des ve
teurs de base du repère absolu pour que nesubsistent que des termes (
omposantes) selon { ~ex, ~ey, ~ez}.4.3 Composition du ve
teur vitesseConnaissant l'expression de 
hangement de référentiel pour le ve
teur position, il ne reste plus qu'à dériver 
ette dernière pourobtenir la loi de 
omposition du ve
teur vitesse. On note d
dt

∣
∣
ℜ

(

~V
) la dérivée du ve
teur ~V par rapport au temps et par rapport auréférentiel ℜ. Dans la suite, ~ω(ℜ′/ℜ) est le ve
teur rotation du référentiel relatif ℜ′ par rapport au référentiel absolu ℜ :

~v(M/ℜ) =
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OM
)

=
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~O′M ′

) (4.3)
=

d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+

(

dx′

dt
~e′x + x

′ d ~e′x
dt

+
dy′

dt
~e′y + y

′ d ~e′y

dt
+

dz′

dt
~e′z + z

′ d~e′z
dt

) (4.4)
=

d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+ x
′ d ~e′x

dt
+ y

′ d ~e′y

dt
+ z

′ d~e′z
dt

+
dx′

dt
~e′x +

dy′

dt
~e′y

dz′

dt
~e′z (4.5)

=
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+ x
′

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~e′x

)

+ y
′

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~e′y

)

+ z
′

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~e′z

)

+
dx′

dt
~e′x +

dy′

dt
~e′y

dz′

dt
~e′z

=
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+ ~ω(ℜ′/ℜ) ∧
(

x
′ ~e′x + y

′ ~e′y + z
′ ~e′z

)

︸ ︷︷ ︸

~O′M

+
dx′

dt
~e′x +

dy′

dt
~e′y +

dz′

dt
~e′z

︸ ︷︷ ︸

d
dt |ℜ′( ~O′M)

(4.6)
=

d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+ ~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M

︸ ︷︷ ︸

~v(ℜ′/ℜ)

+
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ′

(

~O′M
)

︸ ︷︷ ︸

~v(M/ℜ′)

(4.7)
= ~v(ℜ′/ℜ) + ~v(M/ℜ′) (4.8)L'expression d

dt

∣
∣
ℜ

(

~OO′

) n'a pas été expli
itée dans le 
al
ul 
i-dessus pour des raisons de 
larté essentiellement. Sonexpression est très simple : si ~OO′ = a. ~ex + b. ~ey + c. ~ez, alors d
dt

∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

= da
dt . ~ex + db

dt . ~ey + dc
dt . ~ez. Les termes en d ~ex

dt , d ~ey

dtet d ~ez

dt sont nuls puisque ~ex, ~ey et ~ez sont �xes dans le référentiel absolu.
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En pratique, lors du 
al
ul de ~v(M/ℜ′), il ne faut dériver par rapport au temps que les 
omposantes du ve
teur ~O′M :autrement dit, on 
onsidère i
i que les ve
teurs de base du référentiel relatif sont "�xes". Cette notion est exprimée àtravers la notation d
dt

∣
∣
ℜ′
. Il faut imaginer que l'on pla
e temporairement l'observateur dans le référentiel indiqué par lanotation d

dt

∣
∣
ℜ′

avant de dériver par rapport au temps.La vitesse d'entraînement du référentiel relatif par rapport au référentiel absolu fait intervenir un terme en d
dt

∣
∣
ℜ

(OO
′)qui traduit une vitesse de translation, tandis que le terme en ~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M traduit la rotation éventuelle du référentielrelatif par rapport au référentiel absolu. N'oubliez pas 
e terme lors de la 
omposition des vitesses ! ! !4.4 Composition du ve
teur a

élérationPour établir la loi de 
omposition du ve
teur a

élération, nous pro
édons exa
tement de la même manière que pré
é-demment, en dérivant par rapport au temps le ve
teur vitesse. Il vient :

~a(M/ℜ) =
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(
~v(M/ℜ)

)
=

d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(
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)
+

d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ

(
~v(M/ℜ′)

)

=
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+
d

dt

(

x
′ d ~e′x

dt
+ y

′ d ~e′y

dt
+ z

′ d~e′z
dt

+
dx′

dt
~e′x +

dy′

dt
~e′y

dz′

dt
~e′z

)

=
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+

(

dx′

dt

d ~e′x
dt

+ x
′ d

2 ~e′x
dt2

+
dy′

dt

d ~e′y

dt
+ y

′ d
2 ~e′y

dt2
+

dz′

dt

d~e′z
dt

+ z
′ d

2 ~e′z
dt2

)

+

(

d2x′

dt2
~e′x +

dx′

dt

d ~e′x
dt

+
d2y′

dt2
~e′y +

dy′

dt

d ~e′y

dt
+

d2z′

dt2
~e′z +

dz′

dt

d~e′z
dt

)

=
d2

dt2

∣
∣
∣
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ℜ

(

~OO′

)

+

(

2
dx′

dt

d ~e′x
dt

+ 2
dy′

dt

d ~e′y

dt
+ 2

dz′

dt

d~e′z
dt

)

+

(
d2x′

dt2
~e′x +

d2y′

dt2
~e′y +

d2z′

dt2
~e′z

)

+

(

x
′ d

2 ~e′x
dt2

+ y
′ d

2 ~e′y

dt2
+ z

′ d
2 ~e′z
dt2

)

=
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+

(

2
dx′

dt

d ~e′x
dt

+ 2
dy′

dt

d ~e′y

dt
+ 2

dz′

dt

d~e′z
dt

)

+

(
d2x′

dt2
~e′x +

d2y′

dt2
~e′y +

d2z′

dt2
~e′z

)

+

[

x
′ d

dt

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~e′x

)

+ y
′ d

dt

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~e′y

)

+ z
′ d

dt

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~e′z

)]

=
d2

dt2

∣
∣
∣
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ℜ

(

~OO′

)

+

(

2
dx′

dt

d ~e′x
dt

+ 2
dy′

dt

d ~e′y

dt
+ 2

dz′

dt

d~e′z
dt

)

+

(
d2x′

dt2
~e′x +

d2y′

dt2
~e′y +

d2z′

dt2
~e′z

)

+

[

x
′

(

d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧ ~e′x + ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

d ~e′x
dt

)

+ y
′

(

d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧ ~e′y + ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

d ~e′y

dt

)

+ z
′

(

d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧ ~e′z + ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

d~e′z
dt

)]

=
d2

dt2

∣
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~OO′

)

+
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2
dx′

dt
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dt

+ 2
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dt
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dz′

dt

d~e′z
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)

+
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d2x′

dt2
~e′x +
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dt2
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d2z′

dt2
~e′z

)

+

[

d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧
(

x
′
. ~e′x + y

′
. ~e′y + z

′
. ~e′z

)

+ ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

(

x
′
.
d ~e′x
dt

+ y
′
.
d ~e′y

dt
+ z

′
.
d ~e′z
dt

+

)]

=
d2

dt2

∣
∣
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ℜ

(

~OO′

)

+ 2~ω(ℜ′/ℜ) ∧

(
dx′

dt
~e′x +

dy′

dt
~e′y +

dz′

dt
~e′z

)

︸ ︷︷ ︸

d
dt |ℜ′( ~O′M)

+

(
d2x′

dt2
~e′x +

d2y′

dt2
~e′y +

d2z′

dt2
~e′z

)

︸ ︷︷ ︸

d2

dt2

∣
∣
∣
ℜ′

( ~O′M)

+
d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧
(

x
′
. ~e′x + y

′
. ~e′y + z

′
. ~e′z

)

︸ ︷︷ ︸

~O′M

+~ω(ℜ′/ℜ) ∧







~ω(ℜ′/ℜ) ∧
(

x
′
. ~e′x + y

′
. ~e′y + z

′
. ~e′z

)

︸ ︷︷ ︸

~O′M







=
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+
d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧ ~O′M + ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M
)

+ 2~ω(ℜ′/ℜ) ∧

(
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ′

(

~O′M
))

︸ ︷︷ ︸

~v(M/ℜ′)

+
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ′

(

~OM ′

)

︸ ︷︷ ︸

~a(M/ℜ′)

=
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

+
d~ω(ℜ′/ℜ)

dt
∧ ~O′M + ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M
)

︸ ︷︷ ︸

~a(ℜ′/ℜ)

+2~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~v(M/ℜ′) + ~a(M/ℜ′)

= ~a(ℜ′/ℜ) + ~ac + ~a(M/ℜ′)De la même manière que pré
édemment, l'expression d2

dt2

∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

) n'a pas été expli
itée dans le 
al
ul 
i-dessus pourdes raisons de 
larté essentiellement. Son expression est très simple : si ~OO′ = a. ~ex + b. ~ey + c. ~ez, alors d2

dt2

∣
∣
∣
ℜ

(

~OO′

)

=

d2a
dt2 . ~ex + d2b

dt2 . ~ey + d2c
dt2 . ~ez. Les termes en d ~ex

dt , d ~ey

dt et d ~ez

dt sont nuls puisque ~ex, ~ey et ~ez sont �xes dans le référentiel absolu.23



La 
omposition des a

élérations fait naturellement apparaître une a

élération d'entraînement d'un référentiel parrapport à l'autre (~a(ℜ′/ℜ)) ainsi qu'une a

élération relative (~a(M/ℜ′)). Mais elle fait aussi apparaître un terme d'a

élérationsupplémentaire : l'a

élération de Coriolis (~ac). Cette a

élération n'a pas de sens physique évident : il s'agit d'un termeapparaissant de manière purement mathématique. En pratique, l'a

élération de Coriolis est à l'origine de nombreuxphénomènes physiques naturels dû à la rotation de la terre sur elle-même, tels que les vortex de 
ourant marin ouatmosphérique, l'usure inégale des rails de train sur l'axe Paris-Marseille et
...4.5 Exemples et dis
ussion4.5.1 Cas où le mouvement de ℜ′ par rapport à ℜ est une translation
ℜ′ est en translation re
tiligne par rapport à ℜ si les dire
tions liées à ℜ′ sont �xes dans ℜ. Il vient : d

dt

(

~e′x

)

= d
dt

(

~e′y

)

=

d
dt

(

~e′z

)

= 0. Translation re
tiligneUne translation est re
tiligne si l'origine O′ de ℜ′ a unetraje
toire re
tiligne par rapport à ℜ ⇔ ~ω(ℜ′/ℜ) = ~0

Translation 
ir
ulaireUne translation est 
ir
ulaire si l'origine O′ de ℜ′ a unetraje
toire 
ir
ulaire par rapport à ℜ ⇔ ~ω(ℜ′/ℜ) = ~0

L'expression de la 
omposition des vitesses devient : ~v(M/ℜ) = d
dt

(

~OO′

)

+ d
dt

∣
∣
ℜ′

(

~O′M

)L'expression de la 
omposition des a

élérations devient : ~a(M/ℜ) = d2

dt2

(

~OO′

)

+ d2

dt2

∣
∣
∣
ℜ′

(

~O′M

)4.5.2 Cas où le mouvement de ℜ′ par rapport à ℜ est une rotation uniforme autour d'unaxe �xe [Oz) Dans 
e 
as, les dire
tions des ve
teurs de base liés à ℜ′ ne sont pas �xes dans
ℜ. Il vient : d

dt

(

~e′x

)

6= 0, d
dt

(

~e′y

)

6= 0, d
dt

(

~e′z

)

6= 0. Par 
ontre, le ve
teur ~OO′est �xe, don
 d
dt

(

~OO′

)

= d2

dt2

(

~OO′

)

= 0. De plus, la rotation étant uniforme,autour de l'axe [Oz) ~ω(ℜ′/ℜ) = ~Cte = ω.~ez don
 les termes en ~̇ω(ℜ′/ℜ) valent zéro.L'expression de la 
omposition des vitesses devient :
~v(M/ℜ) = ~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M + d

dt

∣
∣
ℜ′

(

~O′M

)L'expression de la 
omposition des a

élérations devient :
~a(M/ℜ) = ~ω(ℜ′/ℜ) ∧

(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M
)

+

[

2~ω(ℜ′/ℜ) ∧
d

dt

∣
∣
∣
∣
ℜ′

(

~O′M
)]

+
d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ′

(

~O′M
)

= ~ω(ℜ′/ℜ) ∧
(

~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~O′M
)

+
(
2~ω(ℜ′/ℜ) ∧ ~v(M/ℜ′)

)
+

d2

dt2

∣
∣
∣
∣
ℜ′

(

~O′M
)Exemple : si ~OM ′ = A.t. ~e′x et ~ω(ℜ′/ℜ) = ω.~ez, on a :

~a(M/ℜ) = ω.~ez ∧
(

ω.~ez ∧ A.t. ~e′x

)

+
(

2ω.~ez ∧
d
dt

∣
∣
(ℜ′)

(

A.t ~e′x

))

+ d2

dt2

∣
∣
∣
ℜ′

(

A.t ~e′x

)

~a(M/ℜ) = ω.~ez ∧
(

A.ω.t. ~e′y

)

+
(

2ω.~ez ∧ A. ~e′x

)

+ 0

~a(M/ℜ) = −A.ω2.t. ~e′x + 2.ω.A. ~e′y
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