Chapitre 6

Travail et Energie

6.1 Travail d’une force

6.1.1 Définition

Considérons un point matériel M repéré dans un référentiel
donné R par le vecteur position OM et soumis & une force
F. Pendant un temps infinitésimal dt, le point M se déplace
selon le vecteur df. Par définition, le travail élémentaire dW
de la force F sur le point matériel pendant le temps dt est

donné par :
AW = F.dV I

Par ailleurs, comme df = #.d¢ (ol ¥ est le vecteur vitesse),
on a aussi : dW :/E.ﬁ.dt. Pour obtenir le travail d’une force
sur un trajet fini AB, il suffit d’intégrer I’expression ci-dessus
par rapport 4 au déplacement élémentaire d¢ = ||d?||, ou par
rapport au temps dt.

tp 22
o WZB :/F,U.dt:/||F||~||17||-COS (F,U) .dt
ta ta

L’unité d'un travail est le Joule (J). Sa dimension est [M].[L]?.[T]~2. On note que la quantité 4V = F.# est homogene &
une puissance.

6.1.2 Signification physique

Le travail d'une force correspond au produit scalaire de cette derniére par le vecteur "déplacement" du systéme
considéré. Ainsi, tout se passe comme si seule la composante de la force paralléle a la trajectoire ou a la vitesse du
systéme était prise en compte dans le calcul du travail. Reprenons ’expression de la relation fondamentale de la dynamique

pour un objet soumis & plusieurs forces F'¢, et développons-la selon les vecteurs de base du repére cartésien :
g Fi = md
i
- i - E - - - -
E FZ E FJ.e;+ E Fle. = m.(az.€;+ ay.€, +a..e.)
j k

Nous faisons I’hypothése que I'objet est contraint de se déplacer uniquement selon l’axe [Ox). Consécutivement,
ay = a, = 0 et la relation vectorielle ci-dessus n’est satisfaite que si ZFJ = ZFk = 0... Il devient évident que

seules les composantes selon ’axe [Ox) des forces considérées sont susceptlbles de modlﬁer le module de vitesse de 'objet
(ay # 0). Cette idée est est reprise dans la notion de travail :

— Si le travail d’une force sur un point matériel est positif, la norme de sa vitesse sera augmentée.
@ vai . .. . i sduite.
Si le travail d’une force sur un point matériel est négatif, la norme de sa vitesse sera réduite

— Si le travail d’une force sur un point matériel est nul, la norme de sa vitesse reste constante.

& ATTENTION : nous parlons ici de la norme de la vitesse... et non pas du vecteur vitesse !
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Lorsqu’une force est toujours perpendiculaire au déplacement d’un point matériel, cette derniére ne travaille pas
(W =0 car cos (F" , d_Z) = 0) et ainsi le module du point matériel soumis & ce type de force reste constant. Cependant,

puisqu’une force est appliquée perpendiculairement & la trajectoire du mobile, il en résulte que 'objet est tout de méme
soumis 4 une accélération normale & son déplacement... Mais cette accélération modifie uniquement la trajectoire de
I’objet, la norme de sa vitesse ne change pas!

Nous connaissons déja deux exemples de force dont le travail est toujours nul : la force de réaction normale ! N et la
composante "magnétique" de la force de Lorentz F= q (17/\ E) Ces forces ont pour seul effet de "courber" les trajectoires,

sans changer la norme de la vitesse.

Au contraire, les forces de frottement sont toujours dirigées selon la direction opposée du vecteur vitesse : leur travail
est donc toujours négatif et leur action consiste, évidement, & ralentir les objets !

6.2 Théoréme de I’énergie cinétique

Pour établir I’énoncé du théoréme de l’énergie cinétique, nous utilisons expression dW = F.4.dt... et nous choisissons

d’exprimer la force F dans la base de Frenet : F = Fr.er + Fy.ejy = m.ar.ep +m.ay.ey = m—- H all .er +m. (i ” .en. Par
ailleurs, nous nous rappelons que, dans la base de Frenet, v = ||7||.¢7.
AW = F.Gdt
aw = /ﬁ .dt
_ ] i
aw = m T+ m. RN A|9)|-er.dt

e
aw = /m ””“ ||7]].dt

— e — —

aw = [maldla)
P
W _ _m||v||2+cte:_+cte
2 2m
On appelle par définition, énergie cinétique du point matériel la quantité E. 2m 2. L’énergie cinétique n’est

définie qu’a une constante prés et ne posséde aucun sens physique : seule les variations d’énergie cinétique sont susceptibles
de caractériser le changement d’état cinétique d’un point matériel. En intégrant avec des bornes d’intégration t4 et tp
correspondant aux temps pour lesquels le point était en A et B respectivement, on obtient :

Le travail d’une force qui s’exerce sur un point matériel entre deux instants est égal & la variation de I’énergie cinétique
du point entre ces deux mémes instants.

Le théoréme de I’énergie cinétique reste encore valable dans un référentiel non-galiléen, & condition de tenir compte du

travail de la force d’entrainement (le travail de la force de Coriolis est nul, puisque cette force est toujours perpendiculaire
au mouvement relatif).

6.3 Energie potentielle et forces conservatives

6.3.1 Un nouvel outil mathématique : le gradient

Le gradient est un opérateur mathématique vectoriel, noté gr_dd ou 6, définit de la maniére suivante :

ad 0 €+ 0 €y + 0 €. (en coordonnées cartésiennes)

T = —. —. —.

g ox~ " oy Y 0z 7

- 0 10 0

grad = a—p.e" + %.e'é + @.e'; (en coordonnées cylindriques)
0 6112 o+ ! ‘s (en coordonnées sphériques)
—.c €6+ ————.c n coordonn riqu
or O sing oo} ¢ pherd

1. ATTENTION, cette affirmation n’est vraie que dans le cas de la mécanique du point. Elle cesse d’étre valable, dans certains cas, lorsque
I’on considére des solides déformables et en particulier lorsque I’on s’intéresse a la notion de choc!
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Il accepte en argument une fonction scalaire des coordonnées {x,y,z} ou {p,0,z} ou {r,0,0}.
Quelques exemples :

Soit f(z,y,2) = a+sin(5.y)—3.2,0na: grad[f(z,y,z)] = 2.2.6, + 5. cos(5.y).€; — 3.6%
- 0
Soit f(p,0,2) = 6.p> +cos(f) —e* ,ona: grad|[f(p,0,z)] =12.p.€, — Smp( ) €y —e°.e;
Soit f(r,0,¢) = In(r)—50x¢ ,ona: r_c’zd[f(r9¢)]—le_'——¢ _ o €y
o B ' ’ I R r.sing ¢

Une autre définition du gradient consiste & utiliser la relation :

df = grad (f).d.

Notez que ’expression du vecteur "déplacement élémentaire" dr change en
fonction du repére dans lequel il est exprimé, ce qui explique 'origine des
trois formes différentes du vecteur gradient selon le repére. Intuitivement,
le gradient correspond & "une dérivée & plusieurs dimensions". En effet, la
composante selon I'axe [Ox) du vecteur gradient correspond a la dérivée
partielle de la fonction f(z,y,z) selon la coordonnée x; la composante
selon l'axe [Oy) du vecteur gradient correspond a la dérivée partielle de
la fonction f(z,y,z) selon la coordonnée y et la composante selon 'axe
[0z) du vecteur gradient correspond & la dérivée partielle de la fonction
f(z,y, z) selon la coordonnée z.

-112.x) représentée a 'aide d'une “carte de couleur". Le vecteur
elques points (x,y)

6.3.2 Potentiel et énergie potentielle

Un potentiel est une fonctlon scalaire U des différentes coordonnées de ’espace a partir de laquelle il est possible d’en
déduire un champ de force F par la relation F' = — gmd( ). Réciproquement, une force F dérive d’un potentiel lorsqu’il
existe une fonction U telle que F = —grad(U).

& ATTENTION, toutes les forces ne dérivent pas forcément d’un potentiel ! Pour cela, il faut que la forme dif-
férentielle de F.dl = F.dx+ F,.dy+ F,.dz soit une différentielle totale. Les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il en soit ainsi s’écrivent :

OF: oF, OF, = OF OF; = OF, en coordonnées cartesiennes

oy dx ' 0z dy ~  0x  dz

or, O(p.Fp) d(p.Fy) _OF, oF, 0F, . L

20~ dp ; 92 0 dp en coordonnées cylindriques

OF,  0(r.Fy) O(r.Fy)  O(r.sinf.Fy) d(r.sin0.Fy)  OF, ) o

0 - ar ) 96 a0 , o = en coordonnées sphériques

& REMARQUE, cela revient aussi a écrire rot(F) =01/

Exemples
Soit Fipy ) = (y+2.2+¢€") .+ o€+ 2.2 .¢; Soit Fiy.g.¢) = (3.7) .€; +1.5in0 .€5 + cos ¢ .€
Fy Fy F. P, Fy Fs
On a: Ona:
OF, oF, OF, a(r.Fy)
=le —2=1=> O0K. L 6, _ ing =
oy e O > 20 0 et g 2.r.sinf => x
OF, OF, A(r.F, O(r.sinb.F,
a—zy:O et 3y =0 => OK. %:06’5 W:rmsecowb => X
oF, OF, O(r.sin@.Fy) OF,
=2 et =2 => OK. _ i T—0 =
or - o - or 95 0 =
Cette force dérive d’un potentiel : F = —gr_dd(U) avec : Cette force ne dérive pas d’un potentiel !
Ugy,) = —o.(y +2.2) —e* La fonction U tel que F = —grad(U) n’existe pas!
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6.3.3 Les forces conservatives

Définition

Une force qui dérive d’un potentiel est dite "conservative". Calculons, pour une force conservative F= Fo(z,y,2).x+
Fy(z,y,2).€y+ F.(x,y, 2).€z, le travail de celle-ci sur un point mobile dont la position passe d’un point M4 de coordonnées
{za,ya,24} & un point Mp de coordonnées {zp,yp, 25}

Mp Mp Mp
Wﬁ% / F.dt = / 7g7ﬂa’d[U(l‘7’y7Z)] Al = / 7dU(l‘7’£/72) = U(wA7yA7ZA) - U(&L‘B7yB7ZB)
Ma Ma Ma

Le travail d’une force conservative sur un trajet donné est égal a la diminution de I’énergie potentielle. Si le trajet

Exemples de forces conservatives

La force de gravitation La force de gravitation s’écrit
Fo = —G™L372 e en coordonnées sphériques. Aprés s’étre
assuré que cette force dérive bien d’un potentiel en effec-
tuant les vérifications nécessaires, nous cherchons son éner-
gie potentielle E, telle que :

Fo = —grad(B,)
mi.mg 0E, , 10E, | 1 0E,
7G T - - Ti N - . .
iz ar T 00 Y rsing 0o €
. oE
G 2m2 = P aprés projection sur ;.
r or
—G.my.
Ep = ﬂ+ote

]\m p est fermé (bouclé), le travail d’une force conservative est nul !

La force de pesanteur La force de pesanteur est 1’équi-
valent de la force de gravitation lorsque les objets considérés
sont proches de la surface de la terre. On a P = m.g avec
g = —G%ﬂm.e‘;. Nous cherchons son énergie potentielle

E, telle qtfér?e

P = —grad (Ep)
. oE, ., OE, , 0E, _
-m.g.¢, = — axp.ex — 5‘yp'ey - 8;.@2
°E, . }
—m.g =~ apres projection sur €,
E, = m.g.z+C"

La force de rappel d’un ressort La force de rappel d'un
ressort s’écrit, en coordonnées cartésiennes et en considé-
rant un systéme astreint & se déplacer selon 'axe [Ox) uni-
quement, : F = —k.z.¢; De la méme maniére que précédem-
ment, nous cherchons son énergie potentielle U telle que :

—

F

—k.z.e;

Ul()

—grad (U)
v ou o
o " oy Y 0z °

ox
lk .IQ +Cte
5 .

aprés projection sur €,

6.4 Energie mécanique

La force électrostatique La force électrostatique entre
deux charges ponctuelles s’écrit F = kqﬁ;zq? .€, en coordon-
nées sphériques. Elle posséde la méme forme (au signe prés)
que la force de gravitation. Son énergie potentielle associée

est donc :

k.
v = =L cr

Considérons un point matériel soumis & action d’une (ou de plusieurs) force conservative notée F. Nous avons vu
que, dans ce cas, le travail de la force sur un trajet allant d’un point A & un point B est égale a la variation de I’énergie

potentielle associée & cette force :

cinétique : W = EB — EA Tl vient :

W =Ua—Up =

E?JrUA =

Wi = Ua — Up. Or le travail d’une force est aussi égale & la variation de I'énergie

EB — EA
EF+UB

On définit I’énergie mécanique comme étant la somme de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle :

Ey=E.+U I

Si un point matériel n’est soumis qu’a ’action de forces conservatives, I’énergie mécanique de cette derniére est conservée
au cours du temps : B}y = ED,
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6.5 Puits et barriéres de potentiel

Nous allons expliquer ce que représentent les puits et les barriéres de potentiel & travers la résolution de deux problémes

a priori différents.

Probléme 1

Considérons un point matériel de masse m, susceptible
de se déplacer uniquement selon ’axe [Ox) et attaché a
une ressort de constante de raideur k. Nous supposons
que le ressort est & l’équilibre lorsque = 0. La
force de rappel du ressort s’écrit F = —k.a.€, et son
potentiel associé est Ug,) = 1/2.k.2?. Nous rappelons
que 'expression de la force de rappel du ressort n’est
valable que pour de trés petits déplacements autour de
x = 0. Le poids du point matériel P = —m.g.e, est
compensé par la réaction du support N = +m.g.¢. Ces
deux derniéres forces sont toujours perpendiculaires au
mouvement et ne travaillent pas. Le déplacement du
point matériel est supposé sans frottement.

Plutot que de résoudre I’'équation du mouvement & partir
de la RFD, nous allons utiliser, dans ce cas, la conserva-
tion de ’énergie mécanique :

Ey=E.+U = ('
1 1
Em.v2 + §k.x2 = ('
1 1
57’71..%2 + §kx2 = Cte
d (1 5, 1 d .
— [ =m. —k. = — ¢
dt(Qm:c +2 :c> dﬁ(c)
m.x.t+kzx = 0
k
T+—x = 0
m

Il s’agit d’une équation différentielle dont la solution est
ry) = A.sin(w.t + ¢) avec w = \/%, et ou A et ¢ sont
des constantes & déterminer & partir des conditions ini-
tiales ci-aprés. Supposons que, a t = 0, le point matériel
soit en x = 0 avec une vitesse initiale vg. La position et
la vitesse du point matériel sont désormais totalement
déterminées par les relations ci-dessous :

Ty = Z—O.sin (w.t) V() = Vo. cos (w.t)

Probléme 2

Considérons le mouvement d’un point matériel, soumis
4 un champ de gravité § = —g.€; et de masse m telle
que m.g = 1. Le systéme est astreint & se déplacer sur
un support dont le profil est donné par I'équation y,) =
1/2.k.2?. La force de réaction du support sur le systéme
ne travaille pas, seul le poids P = —m.g.e; = —€, est
susceptible de fournir un travail non-nul.

Plutot que de résoudre I'équation du mouvement & par-
tir de la RFD, nous allons utiliser, dans ce cas, le théo-
réme de ’énergie cinétique. Nous avons besoin, dans un
premier temps, de déterminer le vecteur "déplacement
élémentaire" le long du profil y(,) :

Al = dxv.€,+ dy.e,; = dx.e; + k.x.dx.€;

En appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique, il
vient :

dE, = dW

a1
1
+

=
1

1
dl-m.(+ ¢* )| =
2 <~

Il
=]

~0

La quantité N.dl est nulle puisque la réaction du support
ne travaille pas (N L df). Par ailleurs, on ne considére
que de trés petits déplacements autour de x = 0, ainsi il
est possible de négliger le terme en 7>

m.i.d(x) —é,. (dzx.é; + k.x.dx.€))
m.z.2.dt = —k.ux.dr
mi+kx = 0
.k
r+—ax = 0
m

Nous obtenons la méme équation différentielle que pré-
cédemment et, dans le cas ol nous utilisons les mémes
conditions intiales, nous obtenons les mémes équations
du mouvement.

Ty = Z}—O.sin (w.t) V(t) = Vo. cos (w.t)

Z
=
H Yoo=1/2.ko¢ Illustr‘atlon du
i - probléme 2
T To T = = T vy T
T w x+0 )
-------- Porjection sur I'axe
- i I x=0 "] @ ' [Ox) du mouvement
e
- N -—
o = = e e i
m@jﬂ-ﬁmj- I:I Ilustration du

probleme 1

- |

|
=

I
€
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& REMARQUE : si on traite correctement le
probléme 2, c’est & dire sans négliger le terme 32
dans 'expression de I’énergie cinétique, on s’aper-
coit que la projection du mouvement selon ’axe
[Ox) n’est pas rigoureusement sinuzoidale. Il n’y
a que dans le cas ot y =~ 0, c’est & dire lorsque
I’on se restreint a des déplacements trés proches
de z = 0, que cette approximation devient va-
lide. Dans le cas général, une particule évoluant
dans un potentiel U, ,y n’est pas rigoureusement
équivalent a une bille soumise & ’action de la pe-
santeur et se deplacant sans frottement selon une
"ligne" donnée par I'équation U, ... cependant,
cette analogie grossiére permet de comprendre in-
tuitivement ce que sont des barriéres et des puits
de portentiels




Ainsi, lorsqu’un point matériel est soumis & ’action de forces conservatives, il est possible d’anticiper simplement
son mouvement en calculant dans un premier temps le potentiel lié aux forces conservatives considérées, et d’imaginer
grossiérement ce méme point matériel comme une petite bille se déplacant le long de la ligne de potentiel sous 1'effet
d’une force de gravitation valant 'unité.

— Des "creux" dans le profil de la ligne de potentiel sont équivalents & "des puits de potentiel” : les minima locaux

de U(z) représentent des points d’équilibre stables. Tls sont définis par % = 0 (condition d’équilibre) et Cj;f{ >0

(condition de stabilité).

— Des "bosses" dans le profil de la ligne de potentiel sont équivalentes & "des barriéres de potentiel" : les maxima

locaux de U(,) représentent des points d’équilibre instables. Ils sont définis par % = 0 (condition d’équilibre) et

U (condition d’instabilité).

dx?

— Si I’énergie mécanique du systéme considéré est plus grande que les éventuelles barriéres de potentiel, le point ma-
tériel pourra les franchir (passer au dela des barriéres de potentiel). Sinon, le point matériel devra rebrousser chemin !

Ux) 4

L'énergie mécanique du systéme est supérieure a la barriére de potentiel... le
point matériel arrive a franchir la barriére et peut "continuer son chemin”

L'energie mécanique du systéme estinférieure ala
barriére de potientiel... le point matériel doit rebrousser
chemin et reste piégé dans le puit de potentiel

Puit de potentiel

-
X

A une dimension, le tracé du profil de potentiel nécessite deux dimensions et est représenté par une fonction U,). A
deux dimensions, le tracé du profil de potentiel nécessite trois dimensions et est représenté par une fonction U, . A trois
dimension, le tracé du profil de potentiel nécessite quatre dimensions et ne peut étre représenté simplement !

Exemple d’un puit de potentiel 2D Barriéres et puits de potentiel 2D
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