
Chapitre 6Travail et Énergie6.1 Travail d'une for
e6.1.1 Dé�nitionConsidérons un point matériel M repéré dans un référentieldonné ℜ par le ve
teur position ~OM et soumis à une for
e
~F . Pendant un temps in�nitésimal dt, le point M se dépla
eselon le ve
teur ~dℓ. Par dé�nition, le travail élémentaire dWde la for
e ~F sur le point matériel pendant le temps dt estdonné par :

dW = ~F . ~dℓPar ailleurs, 
omme ~dℓ = ~v.dt (où ~v est le ve
teur vitesse),on a aussi : dW = ~F .~v.dt. Pour obtenir le travail d'une for
esur un trajet �ni ÂB, il su�t d'intégrer l'expression 
i-dessuspar rapport à au dépla
ement élémentaire dℓ = ||~dℓ||, ou parrapport au temps dt.
W

ÂB
=

B∫

A

~F . ~dℓ =

B∫

A

||~F ||. cos
(

~F , ~dℓ
)

.dℓ ou W
ÂB

=

tB∫

tA

~F .~v.dt =

tB∫

tA

||~F ||.||~v||. cos
(

~F ,~v
)

.dtL'unité d'un travail est le Joule (J). Sa dimension est [M ].[L]2.[T ]−2. On note que la quantité dW
dt

= ~F .~v est homogène àune puissan
e.6.1.2 Signi�
ation physiqueLe travail d'une for
e 
orrespond au produit s
alaire de 
ette dernière par le ve
teur "dépla
ement" du système
onsidéré. Ainsi, tout se passe 
omme si seule la 
omposante de la for
e parallèle à la traje
toire ou à la vitesse dusystème était prise en 
ompte dans le 
al
ul du travail. Reprenons l'expression de la relation fondamentale de la dynamiquepour un objet soumis à plusieurs for
es ~F i, et développons-là selon les ve
teurs de base du repère 
artésien :
∑

i

~F i = m.~a

∑

i

F i
x. ~ex +

∑

j

F j
y . ~ey +

∑

k

F k
z . ~ez = m. (ax. ~ex + ay. ~ey + az . ~ez)Nous faisons l'hypothèse que l'objet est 
ontraint de se dépla
er uniquement selon l'axe [Ox). Consé
utivement,

ay = az = 0 et la relation ve
torielle 
i-dessus n'est satisfaite que si ∑
j

F j
y =

∑
k

F k
z = 0... Il devient évident queseules les 
omposantes selon l'axe [Ox) des for
es 
onsidérées sont sus
eptibles de modi�er le module de vitesse de l'objet(ax 6= 0). Cette idée est est reprise dans la notion de travail :� Si le travail d'une for
e sur un point matériel est positif, la norme de sa vitesse sera augmentée.� Si le travail d'une for
e sur un point matériel est négatif, la norme de sa vitesse sera réduite.� Si le travail d'une for
e sur un point matériel est nul, la norme de sa vitesse reste 
onstante.ATTENTION : nous parlons i
i de la norme de la vitesse... et non pas du ve
teur vitesse !37



Lorsqu'une for
e est toujours perpendi
ulaire au dépla
ement d'un point matériel, 
ette dernière ne travaille pas(
W = 0 
ar cos

(
~F , ~dℓ

)
= 0

) et ainsi le module du point matériel soumis à 
e type de for
e reste 
onstant. Cependant,puisqu'une for
e est appliquée perpendi
ulairement à la traje
toire du mobile, il en résulte que l'objet est tout de mêmesoumis à une a

élération normale à son dépla
ement... Mais 
ette a

élération modi�e uniquement la traje
toire del'objet, la norme de sa vitesse ne 
hange pas !Nous 
onnaissons déjà deux exemples de for
e dont le travail est toujours nul : la for
e de réa
tion normale 1 ~N et la
omposante "magnétique" de la for
e de Lorentz ~F = q
(
~v ∧ ~B

). Ces for
es ont pour seul e�et de "
ourber" les traje
toires,sans 
hanger la norme de la vitesse.Au 
ontraire, les for
es de frottement sont toujours dirigées selon la dire
tion opposée du ve
teur vitesse : leur travailest don
 toujours négatif et leur a
tion 
onsiste, évidement, à ralentir les objets !6.2 Théorème de l'énergie 
inétiquePour établir l'énon
é du théorème de l'énergie 
inétique, nous utilisons l'expression dW = ~F .~v.dt... et nous 
hoisissonsd'exprimer la for
e ~F dans la base de Frenet : ~F = FT . ~eT + FN . ~eN = m.aT . ~eT + m.aN . ~eN = md||~v||
dt

. ~eT + m. ||~v||
2

R
. ~eN . Parailleurs, nous nous rappelons que, dans la base de Frenet, ~v = ||~v||. ~eT .

dW = ~F .~v.dt∫
dW =

∫
~F .~v.dt

∫
dW =

∫ (
m

d||~v||

dt
. ~eT + m.

||~v||2

R
. ~eN

)
.||~v||. ~eT .dt

∫
dW =

∫
m.

d||~v||

dt
.||~v||.dt

∫
dW =

∫
m.||~v||.d||~v||

W =
1

2
m.||~v||2 + Cte =

~p2

2m
+ CteOn appelle, par dé�nition, énergie 
inétique du point matériel la quantité Ec = 1

2m.v2. L'énergie 
inétique n'estdé�nie qu'à une 
onstante près et ne possède au
un sens physique : seule les variations d'énergie 
inétique sont sus
eptiblesde 
ara
tériser le 
hangement d'état 
inétique d'un point matériel. En intégrant ave
 des bornes d'intégration tA et tB
orrespondant aux temps pour lesquels le point était en A et B respe
tivement, on obtient :
W

ÂB
= EB

c − EA
c =

1

2
.m.

(
v2

B − v2
A

)Le travail d'une for
e qui s'exer
e sur un point matériel entre deux instants est égal à la variation de l'énergie 
inétiquedu point entre 
es deux mêmes instants.Le théorème de l'énergie 
inétique reste en
ore valable dans un référentiel non-galiléen, à 
ondition de tenir 
ompte dutravail de la for
e d'entrainement (le travail de la for
e de Coriolis est nul, puisque 
ette for
e est toujours perpendi
ulaireau mouvement relatif).6.3 Énergie potentielle et for
es 
onservatives6.3.1 Un nouvel outil mathématique : le gradientLe gradient est un opérateur mathématique ve
toriel, noté ~grad ou ~∇, dé�nit de la manière suivante :
~grad =

∂

∂x
. ~ex +

∂

∂y
. ~ey +

∂

∂z
.~ez (en 
oordonnées 
artésiennes)

~grad =
∂

∂ρ
.~eρ +

1

ρ

∂

∂θ
.~eθ +

∂

∂z
.~ez (en 
oordonnées 
ylindriques)

~grad =
∂

∂r
.~er +

1

r

∂

∂θ
.~eθ +

1

r. sin θ

∂

∂φ
. ~eφ (en 
oordonnées sphériques)1. ATTENTION, 
ette a�rmation n'est vraie que dans le 
as de la mé
anique du point. Elle 
esse d'être valable, dans 
ertains 
as, lorsquel'on 
onsidère des solides déformables et en parti
ulier lorsque l'on s'intéresse à la notion de 
ho
 !38



Il a

epte en argument une fon
tion s
alaire des 
oordonnées {x,y,z} ou {ρ,θ,z} ou {r,θ,φ}.Quelques exemples :Soit f(x, y, z) = x2 + sin(5.y) − 3.z , on a : ~grad [f(x, y, z)] = 2.x. ~ex + 5. cos(5.y). ~ey − 3. ~ezSoit f(ρ, θ, z) = 6.ρ2 + cos(θ) − ez , on a : ~grad [f(ρ, θ, z)] = 12.ρ. ~eρ −
sin(θ)

ρ
.~eθ − ez. ~ezSoit f(r, θ, φ) = ln(r) − 5.θ × φ , on a : ~grad [f(r, θ, φ)] =

1

r
. ~er −

5.φ

r
. ~eθ −

5θ

r. sin θ
. ~eφUne autre dé�nition du gradient 
onsiste à utiliser la relation :

df = ~grad (f) . ~d.ℓNotez que l'expression du ve
teur "dépla
ement élémentaire" ~dℓ 
hange enfon
tion du repère dans lequel il est exprimé, 
e qui explique l'origine destrois formes di�érentes du ve
teur gradient selon le repère. Intuitivement,le gradient 
orrespond à "une dérivée à plusieurs dimensions". En e�et, la
omposante selon l'axe [Ox) du ve
teur gradient 
orrespond à la dérivéepartielle de la fon
tion f(x, y, z) selon la 
oordonnée x ; la 
omposanteselon l'axe [Oy) du ve
teur gradient 
orrespond à la dérivée partielle dela fon
tion f(x, y, z) selon la 
oordonnée y et la 
omposante selon l'axe[Oz) du ve
teur gradient 
orrespond à la dérivée partielle de la fon
tion
f(x, y, z) selon la 
oordonnée z.6.3.2 Potentiel et énergie potentielleUn potentiel est une fon
tion s
alaire U des di�érentes 
oordonnées de l'espa
e à partir de laquelle il est possible d'endéduire un 
hamp de for
e ~F par la relation ~F = − ~grad(U). Ré
iproquement, une for
e ~F dérive d'un potentiel lorsqu'ilexiste une fon
tion U telle que ~F = − ~grad(U).ATTENTION, toutes les for
es ne dérivent pas for
ément d'un potentiel ! Pour 
ela, il faut que la forme dif-férentielle de ~F . ~dℓ = Fx.dx+Fy.dy+Fz.dz soit une di�érentielle totale. Les 
onditions né
essaires et su�santespour qu'il en soit ainsi s'é
rivent :

∂Fx

∂y
=

∂Fy

dx
,

∂Fy

∂z
=

∂Fz

dy
,

∂Fz

∂x
=

∂Fx

dz
en 
oordonnées 
artesiennes

∂Fρ

∂θ
=

∂(ρ.Fθ)

dρ
,

∂(ρ.Fθ)

∂z
=

∂Fz

dθ
,

∂Fz

dρ
=

∂Fρ

dz
en 
oordonnées 
ylindriques

∂Fr

∂θ
=

∂(r.Fθ)

dr
,

∂(r.Fθ)

∂φ
=

∂(r. sin θ.Fφ)

dθ
,

∂(r. sin θ.Fφ)

dr
=

∂Fr

dφ
en 
oordonnées sphériquesREMARQUE, 
ela revient aussi à é
rire ~rot(~F ) = ~0 ! ! !ExemplesSoit ~F(x,y,z) = (y + 2.z + ex)︸ ︷︷ ︸

Fx

. ~ex + x︸︷︷︸
Fy

. ~ey + 2.x︸︷︷︸
Fz

. ~ezOn a :
∂Fx

∂y
= 1 et ∂Fy

∂x
= 1 => O.K.

∂Fy

∂z
= 0 et ∂Fz

∂y
= 0 => O.K.

∂Fz

∂x
= 2 et ∂Fx

∂z
= 2 => O.K.Cette for
e dérive d'un potentiel : ~F = − ~grad(U) ave
 :

U(x,y,z) = −x. (y + 2.z)− ex

Soit ~F(r,θ,φ) = (3.r)︸︷︷︸
Fr

. ~er + r. sin θ︸ ︷︷ ︸
Fθ

. ~eθ + cosφ︸ ︷︷ ︸
Fφ

. ~eφOn a :
∂Fr

∂θ
= 0 et ∂(r.Fθ)

∂r
= 2.r. sin θ => ×

∂(r.Fθ)

∂φ
= 0 et ∂(r. sin θ.Fφ)

∂θ
= r cos θ cosφ => ×

∂(r. sin θ.Fφ)

∂r
= sin θ cosφ et ∂Fr

∂φ
= 0 => ×Cette for
e ne dérive pas d'un potentiel !La fon
tion U tel que ~F = − ~grad(U) n'existe pas !39



6.3.3 Les for
es 
onservativesDé�nitionUne for
e qui dérive d'un potentiel est dite "
onservative". Cal
ulons, pour une for
e 
onservative ~F = Fx(x, y, z). ~ex +
Fy(x, y, z). ~ey +Fz(x, y, z). ~ez, le travail de 
elle-
i sur un point mobile dont la position passe d'un point MA de 
oordonnées{xA, yA, zA} à un point MB de 
oordonnées {xB, yB, zB}

W
ÂB

=

MB∫

MA

~F . ~dℓ =

MB∫

MA

− ~grad
[
U(x,y,z)

]
. ~dℓ =

MB∫

MA

−dU(x,y,z) = U(xA,yA,zA) − U(xB ,yB,zB)Le travail d'une for
e 
onservative sur un trajet donné est égal à la diminution de l'énergie potentielle. Si le trajet
M̂AMB est fermé (bou
lé), le travail d'une for
e 
onservative est nul !Exemples de for
es 
onservativesLa for
e de gravitation La for
e de gravitation s'é
rit

~FG = −Gm1.m2

r2 . ~er en 
oordonnées sphériques. Après s'êtreassuré que 
ette for
e dérive bien d'un potentiel en e�e
-tuant les véri�
ations né
essaires, nous 
her
hons son éner-gie potentielle Ep telle que :
~FG = − ~grad (Ep)

−G
m1.m2

r2
. ~er = −

∂Ep

∂r
.~er −

1

r

∂Ep

∂θ
.~eθ −

1

r. sin θ

∂Ep

∂φ
. ~eφ

G
m1.m2

r2
=

∂Ep

∂r
après proje
tion sur ~er

Ep =
−G.m1.m2

r
+ Cte

La for
e de pesanteur La for
e de pesanteur est l'équi-valent de la for
e de gravitation lorsque les objets 
onsidéréssont pro
hes de la surfa
e de la terre. On a ~P = m.~g ave

~g = −GMterre

R2

terre

. ~ez. Nous 
her
hons son énergie potentielle
Ep telle que :

~P = − ~grad (Ep)

−m.g.~ez = −
∂Ep

∂x
. ~ex −

∂Ep

∂y
. ~ey −

∂Ep

∂z
.~ez

−m.g = −
∂Ep

∂z
après proje
tion sur ~ez

Ep = m.g.z + CteLa for
e de rappel d'un ressort La for
e de rappel d'unressort s'é
rit, en 
oordonnées 
artésiennes et en 
onsidé-rant un système astreint à se dépla
er selon l'axe [Ox) uni-quement : ~F = −k.x. ~ex De la même manière que pré
édem-ment, nous 
her
hons son énergie potentielle U telle que :
~F = − ~grad (U)

−k.x. ~ex = −
∂U

∂x
. ~ex −

∂U

∂y
. ~ey +

∂U

∂z
.~ez

k.x =
∂U

∂x
après proje
tion sur ~ex

U(x) =
1

2
k.x2 + Cte

La for
e éle
trostatique La for
e éle
trostatique entredeux 
harges pon
tuelles s'é
rit ~F = k q1.q2

r2 . ~er en 
oordon-nées sphériques. Elle possède la même forme (au signe près)que la for
e de gravitation. Son énergie potentielle asso
iéeest don
 :
U(r) =

k.q1.q2

r
+ Cte

6.4 Énergie mé
aniqueConsidérons un point matériel soumis à l'a
tion d'une (ou de plusieurs) for
e 
onservative notée ~F . Nous avons vuque, dans 
e 
as, le travail de la for
e sur un trajet allant d'un point A à un point B est égale à la variation de l'énergiepotentielle asso
iée à 
ette for
e : W
ÂB

= UA − UB. Or le travail d'une for
e est aussi égale à la variation de l'énergie
inétique : W
ÂB

= EB
c − EA

c . Il vient :
W

ÂB
= UA − UB = EB

c − EA
c

EA
c + UA = EB

c + UBOn dé�nit l'énergie mé
anique 
omme étant la somme de l'énergie 
inétique et de l'énergie potentielle :
EM = Ec + USi un point matériel n'est soumis qu'à l'a
tion de for
es 
onservatives, l'énergie mé
anique de 
ette dernière est 
onservéeau 
ours du temps : EA

M = EB
M 40



6.5 Puits et barrières de potentielNous allons expliquer 
e que représentent les puits et les barrières de potentiel à travers la résolution de deux problèmesa priori di�érents. Problème 1Considérons un point matériel de masse m, sus
eptiblede se dépla
er uniquement selon l'axe [Ox) et atta
hé àune ressort de 
onstante de raideur k. Nous supposonsque le ressort est à l'équilibre lorsque x = 0. Lafor
e de rappel du ressort s'é
rit ~F = −k.x. ~ex et sonpotentiel asso
ié est U(x) = 1/2.k.x2. Nous rappelonsque l'expression de la for
e de rappel du ressort n'estvalable que pour de très petits dépla
ements autour de
x = 0. Le poids du point matériel ~P = −m.g.~ez est
ompensé par la réa
tion du support ~N = +m.g.~ez. Cesdeux dernières for
es sont toujours perpendi
ulaires aumouvement et ne travaillent pas. Le dépla
ement dupoint matériel est supposé sans frottement.Plut�t que de résoudre l'équation du mouvement à partirde la RFD, nous allons utiliser, dans 
e 
as, la 
onserva-tion de l'énergie mé
anique :

EM = Ec + U = Cte

1

2
m.v2 +

1

2
k.x2 = Cte

1

2
m.ẋ2 +

1

2
k.x2 = Cte

d

dt

(
1

2
m.ẋ2 +

1

2
k.x2

)
=

d

dt

(
Cte

)

m.ẋ.ẍ + k.ẋ.x = 0

ẍ +
k

m
x = 0Il s'agit d'une équation di�érentielle dont la solution est

x(t) = A. sin (ω.t + φ) ave
 ω =
√

k
m
, et où A et φ sontdes 
onstantes à déterminer à partir des 
onditions ini-tiales 
i-après. Supposons que, à t = 0, le point matérielsoit en x = 0 ave
 une vitesse initiale v0. La position etla vitesse du point matériel sont désormais totalementdéterminées par les relations 
i-dessous :

x(t) =
v0

ω
. sin (ω.t) v(t) = v0. cos (ω.t)

Problème 2Considérons le mouvement d'un point matériel, soumisà un 
hamp de gravité ~g = −g. ~ey et de masse m telleque m.g = 1. Le système est astreint à se dépla
er surun support dont le pro�l est donné par l'équation y(x) =
1/2.k.x2. La for
e de réa
tion du support sur le systèmene travaille pas, seul le poids ~P = −m.g. ~ey = −~ey estsus
eptible de fournir un travail non-nul.Plut�t que de résoudre l'équation du mouvement à par-tir de la RFD, nous allons utiliser, dans 
e 
as, le théo-rème de l'énergie 
inétique. Nous avons besoin, dans unpremier temps, de déterminer le ve
teur "dépla
ementélémentaire" le long du pro�l y(x) :

~dℓ = dx. ~ex + dy. ~ey = dx. ~ex + k.x.dx. ~eyEn appliquant le théorème de l'énergie 
inétique, ilvient :
dEc = dW

d


1

2
.m.(ẋ2 + ẏ2

︸︷︷︸
≈0

)


 = ~P . ~dℓ + ~N.~dℓ︸ ︷︷ ︸

=0La quantité ~N.~dℓ est nulle puisque la réa
tion du supportne travaille pas ( ~N ⊥ ~dℓ). Par ailleurs, on ne 
onsidèreque de très petits dépla
ements autour de x = 0, ainsi ilest possible de négliger le terme en ẏ2

m.ẋ.d(ẋ) = −~ey. (dx. ~ex + k.x.dx. ~ey)

m.ẋ.ẍ.dt = −k.x.dx

m.ẍ + k.x = 0

ẍ +
k

m
.x = 0Nous obtenons la même équation di�érentielle que pré-
édemment et, dans le 
as où nous utilisons les mêmes
onditions intiales, nous obtenons les mêmes équationsdu mouvement.

x(t) =
v0

ω
. sin (ω.t) v(t) = v0. cos (ω.t)REMARQUE : si on traite 
orre
tement leproblème 2, 
'est à dire sans négliger le terme ẏ2dans l'expression de l'énergie 
inétique, on s'aper-çoit que la proje
tion du mouvement selon l'axe[Ox) n'est pas rigoureusement sinuzoïdale. Il n'ya que dans le 
as où y ≈ 0, 
'est à dire lorsquel'on se restreint à des dépla
ements très pro
hesde x = 0, que 
ette approximation devient va-lide. Dans le 
as général, une parti
ule évoluantdans un potentiel U(x,y) n'est pas rigoureusementéquivalent à une bille soumise à l'a
tion de la pe-santeur et se deplaçant sans frottement selon une"ligne" donnée par l'équation U(x,y)... 
ependant,
ette analogie grossière permet de 
omprendre in-tuitivement 
e que sont des barrières et des puitsde portentiels41



Ainsi, lorsqu'un point matériel est soumis à l'a
tion de for
es 
onservatives, il est possible d'anti
iper simplementson mouvement en 
al
ulant dans un premier temps le potentiel lié aux for
es 
onservatives 
onsidérées, et d'imaginergrossièrement 
e même point matériel 
omme une petite bille se déplaçant le long de la ligne de potentiel sous l'e�etd'une for
e de gravitation valant l'unité.� Des "
reux" dans le pro�l de la ligne de potentiel sont équivalents à "des puits de potentiel" : les minima lo
auxde U(x) représentent des points d'équilibre stables. Ils sont dé�nis par dU
dx

= 0 (
ondition d'équilibre) et d2U
dx2 > 0(
ondition de stabilité).� Des "bosses" dans le pro�l de la ligne de potentiel sont équivalentes à "des barrières de potentiel" : les maximalo
aux de U(x) représentent des points d'équilibre instables. Ils sont dé�nis par dU

dx
= 0 (
ondition d'équilibre) et

d2U
dx2 < 0 (
ondition d'instabilité).� Si l'énergie mé
anique du système 
onsidéré est plus grande que les éventuelles barrières de potentiel, le point ma-tériel pourra les fran
hir (passer au delà des barrières de potentiel). Sinon, le point matériel devra rebrousser 
hemin !

A une dimension, le tra
é du pro�l de potentiel né
essite deux dimensions et est représenté par une fon
tion U(x). Adeux dimensions, le tra
é du pro�l de potentiel né
essite trois dimensions et est représenté par une fon
tion U(x,y). A troisdimension, le tra
é du pro�l de potentiel né
essite quatre dimensions et ne peut être représenté simplement !
Exemple d'un puit de potentiel 2D Barrières et puits de potentiel 2D
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