Chapitre 7

aNnnexes

7.1 Cinématique et repéres

Repere cartesien
Repere cylindrique
Repere spherique

Voir au dos
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€x

Fxpression du vecteur position
OM = x.ex +y.ey + z.€;

FExpression du vecteur "déplacement élémentaire"
dl = dx.ey + dy.ey + dz.€;

Expression du Vecteur vitesse

>  dr - dz —
U= T eer €y+dt €

Expression du vecteur accélération

- _d’r o dy d’z
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Fxpression du vecteur position
OM = p.e,+ z.e;

FExpression du vecteur "déplacement élémentaire"
dl = dp.e,+ p.df.eg + dz.e;

Expression du Vecteur vitesse

_dt€P+p e +dt€2’

FExpression du vecteur accélération

a= (,b — p92) €y + (2,0'9 + p@) €y + Z.e.
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Expression du vecteur position
OM = r.e;
FExpression du vecteur "déplacement élémentaire"

dl = dr.é;. + r.df.€) + r.sin 0.do.eg

Fxpression du vecteur vitesse

S dr - do dp -
U= 674+7“dte + r.sin . a5 %

Expression du vecteur accélération
a= (r — 162 — r¢? sin? 9) 6 + (27'“9 + 70 — r¢? sin f cos 9) €9 +

(27"(/59. cos + 27¢sin 0 + ro sin (9) €4
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7.2 Meéthode de résolution des équation différentielles linéaires

Les équations différentielles linéaires sont trés souvent rencontrées en mécanique classique. Leur traitement mathéma-
tique ne comporte pas de difficultés majeures, encore faut-il avoir compris en profondeur les techniques de résolution pour
pouvoir les intégrer correctement. Le équations différentielles linéaires ont déja été traitées dans votre cours de mathéma-
tique au premier semestre, elles sont cependant re-discutée dans cette annexe, de maniére moins formelle et plus appliqué

a la mécanique du point.

Soit x(;) une coordonnée du mouvement dont nous aimerions connaitre I’évolution au cours du temps. Aprés avoir
appliqué la relation fondamentale de la dynamique, nous obtenons une équation différentielle linéaire du premier ordre ou

du second ordre :

1¢" ordre

diC(t)
Q. p

+ 8.2 = €

274 ordre
dzx t dIL' t
OZ.T;) —+ 6# —+ VL) = €(1)

La solution générale de ces équations est donnée par la solution de ’équation "sans second membre" (ESSM - c’est
a dire les mémes équations que ci-dessus, mais avec ¢ = 0) plus une solution particuliére de 1’équation "avec second

membre" (EASM)

7.2.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Resolution de ’ESSM

dx(t)

Q.T + ﬁ.x(t) =0
dl’(t) . 7& "

a oW
dow _ B g

x(t) (0%

/@@:_/ﬁﬁ
L(t) «

e p
In () +C% =~
() = e_g'ﬂ—cte = A.e_g't

t+ Cte

_B.
[e3

x4y = A.e” =" avec A une constante

Ainsi, si Pexpression de I’équation & résoudre est a.

Résolution de ’EASM

Il s’agit ici de trouver une solution particuliere de 'TEASM. Si le terme €y
se présente sous la forme ey = > CLe.t", il est trés aisé de déterminer

n
une solution particuliére de 'EASM, comme le montre les exemples
suivants :

Par exemple, si ¢;) = C est une constante, on remarque que 'équation
T = % est une solution particuliére possible de 'EASM.

C2—(a.C1)/(B)
B

Si €@ = C1.t + Oy, alors I'équation z() = %.t + est une

solution particuliére possible de 'EASM.

Si €(y) est une fonction autre que polynomiale, alors il faut rechercher une
solution particuliére de maniére empirique. Par exemple si €y = In(k.t)
ou €(y) = cos(k.t), il est tres difficile de trouver une solution particuliére
analytique et simple de 'TEASM

dx(“

+ B.x ;) = Cr.t + Cy, la solution sera de la forme :

dt

La constante A est encore inconnue. Elle sera déterminée par les conditions initiales du probléme. Rappelons que
cette constante est issue de lintégration de 'ESSM. Puisque cette derniére est du premier ordre, une seule intégration est
nécessaire et de ce fait, une seule constante devra étre déterminée avec une seul condition initiale.
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7.2.2 Equation différentielle linéaire du second ordre

La méthode de résolution des équations différentielles du second ordre est trés similaire & celle utilisée pour les équations
différentielles du premier ordre. Il s’agit dans un premier temps de rechercher toutes les solutions possibles de 'ESSM,
puis de rechercher une solution particuliére de TEASM. Enfin la solution finale est donnée par la somme de 'ESSM et
de PEASM. Seules la technique de résolution de ’'ESSM et la détermination de deux constantes d’intégration grace aux
conditions initiales sont différentes du cas traite précédemment.

Résolution de ’ES SM

L’ESSM s’écrit a. dt O 4B, I(” + 7.2y = 0. Pour la résoudre, nous cherchons des solutions du type : z(,) = A.e*?,

que nous remplacgons dans I’ ESSM Il vient :

:lth (A « t) + ﬂ (A.e“'t) +7.A.e?t =0
a.w? Ae?t 4 ﬁ.w.A.e"” Ty Aet =0
At x (a.wQ. + Bw. + 'y) =0
awr +fw.+v=0

Cette derniere relation (a.w?.+ 3.w.+7 = 0) est aussi appelée le "polyndome caractéristique" de I’équation différentielle.
Nous cherchons le(s) solution(s) w qui satisfont cette équation. Selon le signe de A = 3% — 4.a.v, deux cas sont possibles :

Cas1: A>0

A=p3—4a~y>0
soit wiy = ——— et w/,y = —
® 2.« ®) 2.«

La solution globale de PESSM est une combinaison li-

Cas2: A<0

A:ﬁ2—4.a.'y<0

. —B+iV-A ,  —B—iV—A

soit wiy = ——— et wy = —m
®) 2.« ®) 2.«

La solution globale de PESSM est une combinaison li-

néaire des deux solutions possibles m{(lt) = Cre" ! et néaire des deux solutions possibles m‘(lt) = Ce*"t ot
Ty = Caes™t ly = Ope’t

Ty = Cr.e"t 4+ Cp.e’t ry = O S Oyt

HCA e x (Cl e +Cze ft) Ty = e X (01 et +Cse gcziAt)

Dans le cas 2, nous avons eu recours a l'utilisation de nombres imaginaires. Pas d’inquiétude... ces derniers disparaitront
lors de la détermination de la solution finale, avec 'utilisation des conditions initiales.

Resolution de ’EASM

La solution particuliére de 'EASM recherchée obéit aux mémes principes que précédemment : si le terme €4 se présente
sous la forme €(;) = Z Cre.t™, alors il est judicieux de chercher une solution particuliere de 'EASM ayant la méme forme

(sauf si v =0, auquel cas il suffit de chercher un polynome d’ordre n — 1). Si €(;) est une fonction "quelconque", alors il
faut rechercher une solution particuliére de ’'EASM de maniére empirique. Par exemple, dans le cas particulier ou 8 = 0
et ey = C.cos(k.t), on remarque que mft) = w% cos(k.t) est une solution particuliére.

Exemple d’utilisation des conditions initiales - cas ou A <0

Nous cherchons la solution de ’équation différentielle . dté” + 5. dx(” + y.x) = 0. Par ailleurs, nous avons A =
3?2 — 4.a.y < 0. La solution de cette équation différentielle est : Ty = e et x (Cl et + Cs. e%). Nous

recherchons les constantes C et Cs grace aux conditions initiales du probléme données ci-dessous :
—at=0,z=0s0it C; +Cy =0

—at=0,v=i=uysoit C1. (32 +i550) — (3£~ 1554 ) =

2c 2c
Soit C7 = —Cy avec O = ﬁ“—’— 1l vient :
. i/ At —i./—A.t
—B.t RV, ot —i/—A.t —B.t _ —B.t .
T =e2a X (i.aLLOA'e T — A T ) = QQT‘”A“.G e X <€ S Ta— > = QO‘T'”AO.GTQ x sin (vV=A.t/2a)

Ty = ffé e36" x sin (\/—A.ﬁ/Qa)

Il s’agit d’une sinusoide amortie !
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7.3 Les chocs élastiques :

Retrouvez les séances de travaux pratiques sur internet :

traitement mathématique

http://www.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/meca/menumeca.html

7.3.1 Chocs a 1 dimension

—

1

O;Q_-

—

-,

(2]

>

—

€ T

'y

A o

1

2

(1) Conservation de 1’énergie cinétique : 3

2 1 —
mi.vy —+ §m2.v2 =3

X

1 /! 1 /
m1vP + $ma.vi

(2) Conservation de la quantité de mouvement : m;v7 + movs = myv] + mav)

Aprés projection de la relation (2) sur Paxe [Ox), il s’agit de résoudre le systéme suivant : (on pose u = my/ma)

1 / 1 /
511 .”012 —+ §m2.v22

1 22 1 "2 .
5M1.07 + 5M2.05 = ;5 S01t

/ /
m1.v1 + Ma.V2 = M1.U] + M2.Vy

p. (v1 —vh) . (v1 + ) = (vh — va) . (vh + v2)

(1)
(2)

! p—

p- (01 — 1) = (vy — v2)

(1 + 1) = (v3 + v2)

(1)
(2)

! —

p (01 = v1) = (v — v2)

v+ pv] =20+ v (u—1)

(1)

(2) vh + pvh =9 (1 — p) + 2u.0q

(2) dans (1)

(1) dans (2)

/2 2

2 2
Ug" — U3

(1) T)’Ll.(’Ul 7’01) :mg.( )

(2)

mi. (v1 — v]) = ma. (v — vg)

/ f—

1—v1)-(vy +v2)

p (o1 =) - (01 + 1) = p (v

pe (00 =) = (¢ = v

)

vy = vz —v1 + p (v —vp) + 02

vy =g + pfvr — (v + v2 — v1)]

_ 2va+(p—1).vy

(1) vy w1
2 — 2poit(1—p).
( ) ’Ué _ Y2 T M)-v2

Y2 A1

Etude des différents cas limites...

— Simy =ms (p=1) alors v| = vy et v = vy
— Simy >>ma (1 — o00) alors v] = vy et vh = 2u; — V9

— Simp << mg (u— 0) alors v = 2vy — vy et vh = vo
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7.3.2 Chocs a4 deux dimensions

On note :
— v% le vecteur vitesse initiale de la boule 1
— !, la composante tangentielle de la vitesse initiale de la boule 1
~ 0! la composante normale de la vitesse initiale de la boule 1

— v} le vecteur vitesse initiale de la boule 2 i
— vb, la composante tangentielle de la vitesse initiale de la boule 2 1
— v, la composante normale de la vitesse initiale de la boule 2
- v{ le vecteur vitesse final de la boule 1

- v{t la composante tangentielle de la vitesse finale de la boule 1
- v{n la composante normale de la vitesse finale de la boule 1

- vg le vecteur vitesse final de la boule 2
- vgt la composante tangentielle de la vitesse finale de la boule 2
- vgn la composante normale de la vitesse finale de la boule 2

Conservation de la quantité de mouvement

mATh 4 maly = mit! + mot) — (1) [ maviy + movy, = ml.U{t + mg.Uth (Projection sur er)

f

In

f

(2) | myvi, + movd, =mivf, + mowd — (Projection sur e)

Conservation des composantes tangentielles de la quantité de mouvement
La seule force & considérer au cours du choc est une force de réaction, qui est toujours appliquée perpendiculairement au
plan de contact des deux boules. Ainsi la vitesse tangentielle ne change pas : aucune force tangentielle n’est appliquée,
donc aucune accélération tangentielle n’a lieu, donc les vitesses tangentielles ne sont pas modifiées !

(3) [mavi, = ma.v, L’équation (1) devient inutile, car vf, et v],
ne sont plus des inconnues du probléme.

(4) | mag.vi, = mo.vd,

Conservation de I’énergie cinétique (le choc est élastique)

1 i2 i2 1 f2 1 f2
~Mm1.Uy + -MoVy = ZM1.0] + -M2.V;

6 3 2 2

Reésolution du systéme d’équation

A présent, seules les équations (2) et (5) sont "utiles" pour la résolution du probléme. Il y a deux inconnues v{n et vgn et il

y a deux équations... Nous admettons la simplification suivante : vi = 0 (soit v, = 0 et vi, = 0). Cette simplification est
équivalente & un changement de référentiel. On a la décomposition suivante : @ = vl,.¢; + v} .6, ot k=1,2 et | =1, f.

(2) ma.vl,, + mavh, = miwf, +mood, (2) myvl, = miof, +mewf,
) .9 2 2 -9 2 2
(5) %ml.vi + %mg.vg = %ml.vf + %mg.vg (5) %ml.v{ = %ml.v{ + %mg.vg
i fy f f _ i f

( ) my. (vin - vln) = M2.V5, (2) Vop, = M (’Ui” - vln)
2

1 P2, 02 f?2 f2y_1 F2, f2 5 i 2 F2_ 2
(5) §m1'(’Uin + ’Uit —Vip T Vit ) - §m2'(v2n + Vot ) ( ) H ’Uin — Uin = U,

Remplagons I’équation (2) dans (5) :
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.9 2 . 2
2 (vin - v{n ) - M2 (vin - v{n)
.9 2 .9 2 .
vin - v{n = M'vin + Mv{n - QN-Uinﬂ’{n

2 ; ;2
U{n . (M + 1) - 2u'vin'U{n + ’Uin : (M - 1) =0
Il s’agit d’un polyndéme linéaire du second ordre, ot la variable est v{n. Ona:

A = 42}, -4 (u+ 1)), (- 1)
= ol (4 =4+ 1) (- 1)
= ol [ =4 (2 = 1)]
= 4.vin2

Les solutions possibles sont donc :

1 i 2 . . . .
o 2pvi, /A0, 2pl £ 200, 20l £20%,  ptl o
tn 2(u+1) 2(u+1) 2(u+1) w1

La solution (+) donne simplement v{n = v!,, impliquant ’absence de choc! Seule la solution (-) est & considérer :

f_bkr=1
Vip = m'vin

(6)

Remplacons a présent 1’équation (6) dans ’équation (2) :

A ; p( — p) i (POt p) +p(—p) 21
/Ugn = K (Uln + mvln) = Uin (,LL + ﬁ = VUin 1+ [ = 1+ M’Uln

En conclusion, il vient :

Foo_ k=1
Vip = m'vin B - |
o = Q_MUi 7 = ol e +ola = —1-Uin-€7z +0i,.6
2n in n+
s f f f 2u
U{t = v’it Uy = Uy,.6n + Uy.6; = mvin.e_{z
Ugt = vy =0

Il est cependant plus agréable de connaitre les vitesses des boules avant et aprés le choc dans le référentiel du laboratoire

—

{es, €, }. Pour cela, il suffit d’exprimer les vecteurs ¢;, et €; selon les vecteurs ¢, et €.
Nous avons :

et = cosf.e; +sinb.e, 1l vient :
€, = sinf.e; —cosf.€, /it cos20  /sin26
v, = wicosd U{ = v |\ |t (— )¢
1t 1 T+ p p+1
X2 — T o3
Vlp = vpsind . i (p(l—cos20)\ , , (p.sin20) _
i i i @ = ([ ) e -l [ e
vy =0 et v, = 2 1 L4 1 x S y
H
0 = A —
cos (2R>
=f =f

Si mi = mgo (u = 1), il est facile de montrer que, dans ce cas, le produit scalaire o] .5 est égal & zéro : quelque soit
I’angle d’impact, les boules partent toujours & 90° 'une de 'autre aprés un choc élastique.
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