
Chapitre 7annexes7.1 Cinématique et repères Repere 
artesienRepere 
ylindriqueRepere spheriqueVoir au dos
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Expression du ve
teur position
~OM = x. ~ex + y. ~ey + z.~ezExpression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"

~dℓ = dx. ~ex + dy.~ey + dz.~ezExpression du ve
teur vitesse
~v =

dx
dt

. ~ex +
dy
dt

. ~ey +
dz
dt

. ~ezExpression du ve
teur a

élération
~a =

d2x
dt2

. ~ex +
d2y

dt2
. ~ey +

d2z
dt2

. ~ez44



Expression du ve
teur position
~OM = ρ.~eρ + z.~ez

Expression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"
~dℓ = dρ.~eρ + ρ.dθ.~eθ + dz.~ez

Expression du ve
teur vitesse
~v =

dρ
dt

. ~eρ + ρ.dθ
dt

. ~eθ +
dz
dt

. ~ez

Expression du ve
teur a

élération
~a =

(

ρ̈ − ρθ̇2
)

. ~eρ +

(

2ρ̇θ̇ + ρθ̈
)

. ~eθ + z̈. ~ez
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Expression du ve
teur position
~OM = r.~erExpression du ve
teur "dépla
ement élémentaire"

~dℓ = dr.~er + r.dθ.~eθ + r. sin θ.dφ. ~eφExpression du ve
teur vitesse
~v =

dr
dt

.~er + r.dθ
dt

. ~eθ + r. sin θ.
dφ
dt

. ~eφExpression du ve
teur a

élération
~a =

(

r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin
2 θ

)

.~er +

(

2ṙθ̇ + rθ̈ − rφ̇2 sin θ cos θ
)

.~eθ +
(

2rφ̇θ̇ cos θ + 2ṙφ̇ sin θ + rφ̈ sin θ
)

. ~eφ46



7.2 Méthode de résolution des équation di�érentielles linéairesLes équations di�érentielles linéaires sont très souvent ren
ontrées en mé
anique 
lassique. Leur traitement mathéma-tique ne 
omporte pas de di�
ultés majeures, en
ore faut-il avoir 
ompris en profondeur les te
hniques de résolution pourpouvoir les intégrer 
orre
tement. Le équations di�érentielles linéaires ont déjà été traitées dans votre 
ours de mathéma-tique au premier semestre, elles sont 
ependant re-dis
utée dans 
ette annexe, de manière moins formelle et plus appliquéà la mé
anique du point.Soit x(t) une 
oordonnée du mouvement dont nous aimerions 
onnaitre l'évolution au 
ours du temps. Après avoirappliqué la relation fondamentale de la dynamique, nous obtenons une équation di�érentielle linéaire du premier ordre oudu se
ond ordre : 1er ordre
α.

dx(t)

dt
+ β.x(t) = ǫ(t)

2nd ordre
α.

d2x(t)

dt2
+ β.

dx(t)

dt
+ γ.x(t) = ǫ(t)La solution générale de 
es équations est donnée par la solution de l'équation "sans se
ond membre" (ESSM - 
'està dire les mêmes équations que 
i-dessus, mais ave
 ǫ = 0) plus une solution parti
ulière de l'équation "ave
 se
ondmembre" (EASM)7.2.1 Équation di�érentielle linéaire du premier ordreResolution de l'ESSM

α.
dx(t)

dt
+ β.x(t) = 0

dx(t)

dt
= −β

α
.x(t)

dx(t)

x(t)
= −β

α
.dt

∫
dx(t)

x(t)
= −

∫
β

α
.dt

ln
(
x(t)

)
+ Cte = −β

α
.t + Cte

x(t) = e−
β
α

.t+Cte

= A.e−
β
α

.t

x(t) = A.e−
β
α

.t ave
 A une 
onstante

Résolution de l'EASMIl s'agit i
i de trouver une solution parti
ulière de l'EASM. Si le terme ǫ(t)se présente sous la forme ǫ(t) =
∑

n
Cte

n .tn, il est très aisé de déterminerune solution parti
ulière de l'EASM, 
omme le montre les exemplessuivants :Par exemple, si ǫ(t) = C est une 
onstante, on remarque que l'équation
x(t) = C

β est une solution parti
ulière possible de l'EASM.Si ǫ(t) = C1.t + C2, alors l'équation x(t) = C1

β .t + C2−(α.C1)/(β)
β est unesolution parti
ulière possible de l'EASM.Si ǫ(t) est une fon
tion autre que polynomiale, alors il faut re
her
her unesolution parti
ulière de manière empirique. Par exemple si ǫ(t) = ln(k.t)ou ǫ(t) = cos(k.t), il est très di�
ile de trouver une solution parti
ulièreanalytique et simple de l'EASMAinsi, si l'expression de l'équation à résoudre est α.

dx(t)

dt + β.x(t) = C1.t + C2, la solution sera de la forme :
x(t) = A.e−

β
α

.t + C1

β .t + C2−(α.C1)/(β)
βLa 
onstante A est en
ore in
onnue. Elle sera déterminée par les 
onditions initiales du problème. Rappelons que
ette 
onstante est issue de l'intégration de l'ESSM. Puisque 
ette dernière est du premier ordre, une seule intégration estné
essaire et de 
e fait, une seule 
onstante devra être déterminée ave
 une seul 
ondition initiale.
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7.2.2 Équation di�érentielle linéaire du se
ond ordreLa méthode de résolution des équations di�érentielles du se
ond ordre est très similaire à 
elle utilisée pour les équationsdi�érentielles du premier ordre. Il s'agit dans un premier temps de re
her
her toutes les solutions possibles de l'ESSM,puis de re
her
her une solution parti
ulière de l'EASM. En�n la solution �nale est donnée par la somme de l'ESSM etde l'EASM. Seules la te
hnique de résolution de l'ESSM et la détermination de deux 
onstantes d'intégration grâ
e aux
onditions initiales sont di�érentes du 
as traite pré
édemment.Résolution de l'ESSML'ESSM s'é
rit α.
d2x(t)

dt2 + β.
dx(t)

dt + γ.x(t) = 0. Pour la résoudre, nous 
her
hons des solutions du type : x(t) = A.eω.t,que nous remplaçons dans l'ESSM. Il vient :
α.

d2

dt2
(
A.eω.t

)
+ β.

d

dt

(
A.eω.t

)
+ γ.A.eω.t = 0

α.ω2.A.eω.t + β.ω.A.eω.t + γ.A.eω.t = 0

A.eω.t ×
(
α.ω2. + β.ω. + γ

)
= 0

α.ω2. + β.ω. + γ = 0Cette derniere relation (α.ω2.+β.ω.+γ = 0) est aussi appelée le "polyn�me 
ara
téristique" de l'équation di�érentielle.Nous 
her
hons le(s) solution(s) ω qui satisfont 
ette équation. Selon le signe de ∆ = β2 − 4.α.γ, deux 
as sont possibles :Cas 1 : ∆ ≥ 0

∆ = β2 − 4.α.γ ≥ 0soit ωa
(t) =

−β +
√

∆

2.α
et ωb

(t) =
−β −

√
∆

2.αLa solution globale de l'ESSM est une 
ombinaison li-néaire des deux solutions possibles xa
(t) = C1e

ωa.t et
xb

(t) = C2e
ωb.t :

x(t) = C1.e
ωa.t + C2.e

ωb.t

x(t) = e
−β.t
2α ×

(

C1.e
+

√

∆.t
2α + C2.e

−

√

∆.t
2α

)

Cas 2 : ∆ < 0

∆ = β2 − 4.α.γ < 0soit ωa
(t) =

−β + i.
√
−∆

2.α
et ωb

(t) =
−β − i.

√
−∆

2.αLa solution globale de l'ESSM est une 
ombinaison li-néaire des deux solutions possibles xa
(t) = C1e

ωa.t et
xb

(t) = C2e
ωb.t :

x(t) = C1.e
ωa.t + C2.e

ωb.t

x(t) = e
−β.t
2α ×

(

C1.e
i.
√

−∆.t
2α + C2.e

−i.
√

−∆.t
2α

)Dans le 
as 2, nous avons eu re
ours à l'utilisation de nombres imaginaires. Pas d'inquiétude... 
es derniers disparaitrontlors de la détermination de la solution �nale, ave
 l'utilisation des 
onditions initiales.Resolution de l'EASMLa solution parti
ulière de l'EASM re
her
hée obéit aux mêmes prin
ipes que pré
édemment : si le terme ǫ(t) se présentesous la forme ǫ(t) =
∑

n
Cte

n .tn, alors il est judi
ieux de 
her
her une solution parti
ulière de l'EASM ayant la même forme(sauf si γ = 0, auquel 
as il su�t de 
her
her un polyn�me d'ordre n − 1). Si ǫ(t) est une fon
tion "quel
onque", alors ilfaut re
her
her une solution parti
ulière de l'EASM de manière empirique. Par exemple, dans le 
as parti
ulier ou β = 0et ǫ(t) = C. cos(k.t), on remarque que xp
(t) = C

γ−α.k2 cos(k.t) est une solution parti
ulière.Exemple d'utilisation des 
onditions initiales - 
as ou ∆ < 0Nous 
her
hons la solution de l'équation di�érentielle α.
d2x(t)

dt2 + β.
dx(t)

dt + γ.x(t) = 0. Par ailleurs, nous avons ∆ =

β2 − 4.α.γ < 0. La solution de 
ette équation di�érentielle est : x(t) = e
−β.t
2α ×

(

C1.e
i.
√

−∆.t
2α + C2.e

−i.
√

−∆.t
2α

). Nousre
her
hons les 
onstantes C1 et C2 grâ
e aux 
onditions initiales du problème données 
i-dessous :� a t = 0, x = 0 soit C1 + C2 = 0� a t = 0, v = ẋ = v0 soit C1.
(

−β
2α + i.

√
−∆.t
2α

)

− C2

(
−β
2α − i.

√
−∆.t
2α

)

= v0Soit C1 = −C2 ave
 C1 = α.v0

i.
√
−∆

. Il vient :
x(t) = e

−β.t
2α ×

(
α.v0

i.
√
−∆

.e
i.
√

−∆.t
2α − α.v0

i.
√
−∆

.e
−i.

√

−∆.t
2α

)

= 2α.v0√
−∆

.e
−β.t
2α ×

(

e
i.
√

−∆.t
2α −e

−i.
√

−∆.t
2α

2i

)

= 2α.v0√
−∆

.e
−β.t
2α × sin

(√
−∆.t/2α

)

x(t) = 2α.v0√
−∆

.e
−β.t
2α × sin

(√
−∆.t/2α

)Il s'agit d'une sinusoïde amortie !48



7.3 Les 
ho
s élastiques : traitement mathématiqueRetrouvez les séan
es de travaux pratiques sur internet :http://www.univ-lemans.fr/enseignements/physique/02/me
a/menume
a.html7.3.1 Cho
s à 1 dimension
(1) Conservation de l'énergie 
inétique : 1

2m1.v
2
1 + 1

2m2.v
2
2 = 1

2m1.v
′2
1 + 1

2m2.v
′2
2(2) Conservation de la quantité de mouvement : m1 ~v1 + m2 ~v2 = m1

~v′1 + m2
~v′2Après proje
tion de la relation (2) sur l'axe [Ox), il s'agit de résoudre le système suivant : (on pose µ = m1/m2)

(1)

(2)







1
2m1.v

2
1 + 1

2m2.v
2
2 = 1

2m1.v
′2
1 + 1

2m2.v
′2
2

m1.v1 + m2.v2 = m1.v
′
1 + m2.v

′
2

soit (1)

(2)







m1.
(
v2
1 − v′21

)
= m2.

(
v′22 − v2

2

)

m1. (v1 − v′1) = m2. (v
′
2 − v2)

(1)

(2)







µ. (v1 − v′1) . (v1 + v′1) = (v′2 − v2) . (v′2 + v2)

µ. (v1 − v′1) = (v′2 − v2)

(1) = (2) dans (1)
(2)







µ. (v1 − v′1) . (v1 + v′1) = µ (v′1 − v1) . (v′2 + v2)

µ. (v1 − v′1) = (v′2 − v2)

(1)

(2)







(v1 + v′1) = (v′2 + v2)

µ. (v1 − v′1) = (v′2 − v2)

(1) = (2) dans (1)
(2) = (1) dans (2)v′1 = v2 − v1 + µ (v1 − v′1) + v2

v′2 = v2 + µ [v1 − (v′2 + v2 − v1)]

(1)

(2)







v′1 + µ.v′1 = 2v2 + v1 (µ − 1)

v′2 + µ.v′2 = v2 (1 − µ) + 2µ.v1

(1)

(2)







v′1 = 2v2+(µ−1).v1

µ+1

v′2 = 2µv1+(1−µ).v2

µ+1

v′1 =
2v2 + (µ − 1).v1

µ + 1
v′2 = 2µv1+(1−µ).v2

µ+1Étude des di�érents 
as limites...� Si m1 = m2 (µ = 1) alors v′1 = v2 et v′2 = v1� Si m1 >> m2 (µ → ∞) alors v′1 = v1 et v′2 = 2v1 − v2� Si m1 << m2 (µ → 0) alors v′1 = 2v2 − v1 et v′2 = v2
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7.3.2 Cho
s à deux dimensionsOn note :� ~vi
1 le ve
teur vitesse initiale de la boule 1� vi
1t la 
omposante tangentielle de la vitesse initiale de la boule 1� vi
1n la 
omposante normale de la vitesse initiale de la boule 1� ~vi
2 le ve
teur vitesse initiale de la boule 2� vi
2t la 
omposante tangentielle de la vitesse initiale de la boule 2� vi
2n la 
omposante normale de la vitesse initiale de la boule 2� ~

vf
1 le ve
teur vitesse �nal de la boule 1� vf
1t la 
omposante tangentielle de la vitesse �nale de la boule 1� vf
1n la 
omposante normale de la vitesse �nale de la boule 1� ~

vf
2 le ve
teur vitesse �nal de la boule 2� vf
2t la 
omposante tangentielle de la vitesse �nale de la boule 2� vf
2n la 
omposante normale de la vitesse �nale de la boule 2Conservation de la quantité de mouvement
m1~v

i
1 + m2~v

i
2 = m1~v

f
1 + m2~v

f
2 → (1)

(2)







m1.v
i
1t + m2.v

i
2t = m1.v

f
1t + m2.v

f
2t (Proje
tion sur ~eT )

m1.v
i
1n + m2.v

i
2n = m1.v

f
1n + m2.v

f
2n (Proje
tion sur ~eN)Conservation des 
omposantes tangentielles de la quantité de mouvementLa seule for
e à 
onsidérer au 
ours du 
ho
 est une for
e de réa
tion, qui est toujours appliquée perpendi
ulairement auplan de 
onta
t des deux boules. Ainsi la vitesse tangentielle ne 
hange pas : au
une for
e tangentielle n'est appliquée,don
 au
une a

élération tangentielle n'a lieu, don
 les vitesses tangentielles ne sont pas modi�ées !

(3)

(4)







m1.v
i
1t = m1.v

f
1t

m2.v
i
2t = m2.v

f
2t

L'équation (1) devient inutile, 
ar vf
1t et vf

2tne sont plus des in
onnues du problème.Conservation de l'énergie 
inétique (le 
ho
 est élastique)
(5)

1

2
m1.v

i
1

2
+

1

2
m2.v

i
2

2
=

1

2
m1.v

f
1

2
+

1

2
m2.v

f
2

2Résolution du système d'équationA présent, seules les équations (2) et (5) sont "utiles" pour la résolution du problème. Il y a deux in
onnues vf
1n et vf

2n et ily a deux équations... Nous admettons la simpli�
ation suivante : vi
2 = 0 (soit vi

2n = 0 et vi
2t = 0). Cette simpli�
ation estéquivalente à un 
hangement de référentiel. On a la dé
omposition suivante : ~vl

k = vl
kt.~et + vl

kn.~en où k = 1, 2 et l = i, f .
(2)

(5)







m1.v
i
1n + m2.v

i
2n = m1.v

f
1n + m2.v

f
2n

1
2m1.v

i
1
2
+ 1

2m2.v
i
2
2

= 1
2m1.v

f
1

2
+ 1

2m2.v
f
2

2

(2)

(5)







m1.v
i
1n = m1.v

f
1n + m2.v

f
2n

1
2m1.v

i
1
2

= 1
2m1.v

f
1

2
+ 1

2m2.v
f
2

2

(2)

(5)







m1.
(

vi
1n − vf

1n

)

= m2.v
f
2n

1
2m1.(v

i
1n

2
+ vi

1t

2

︸︷︷︸

=vf
1t

2

−vf
1n

2 − vf
1t

2

︸︷︷︸

=vi
1t

2

) = 1
2m2.(v

f
2n

2
+ vf

2t

2

︸︷︷︸

=0

)

(2)

(5)







vf
2n = µ

(

vi
1n − vf

1n

)

µ
(

vi
1n

2 − vf
1n

2
)

= vf
2n

2Remplaçons l'équation (2) dans (5) : 50



µ
(

vi
1n

2 − vf
1n

2
)

= µ2
(

vi
1n − vf

1n

)2

vi
1n

2 − vf
1n

2
= µ.vi

1n

2
+ µ.vf

1n

2 − 2µ.vi
1n.vf

1n

vf
1n

2
. (µ + 1) − 2µ.vi

1n.vf
1n + vi

1n
2
. (µ − 1) = 0Il s'agit d'un polyn�me linéaire du se
ond ordre, où la variable est vf

1n. On a :
∆ = 4µ2.vi

1n

2 − 4. (µ + 1) vi
1n

2
(µ − 1)

= vi
1n

2
.
[
4µ2 − 4 (µ + 1) (µ − 1)

]

= vi
1n

2
.
[
4µ2 − 4

(
µ2 − 1

)]

= 4.vi
1n

2Les solutions possibles sont don
 :
vf
1n =

2µ.vi
1n ±

√

4.vi
1n

2

2 (µ + 1)
=

2µ.vi
1n ± |2.vi

1n|
2 (µ + 1)

=
2µ.vi

1n ± 2.vi
1n

2 (µ + 1)
=

µ ± 1

µ + 1
.vi

1nLa solution (+) donne simplement vf
1n = vi

1n, impliquant l'absen
e de 
ho
 ! Seule la solution (-) est à 
onsidérer :(6) vf
1n =

µ − 1

µ + 1
.vi

1nRemplaçons à présent l'équation (6) dans l'équation (2) :
vf
2n = µ

(

vi
1n +

1 − µ

1 + µ
vi
1n

)

= vi
1n

(

µ +
µ(1 − µ)

1 + µ

)

= vi
1n

(
µ(1 + µ) + µ(1 − µ)

1 + µ

)

=
2µ

1 + µ
vi
1n

vf
2n =

2µ

1 + µ
vi
1nEn 
on
lusion, il vient :

vf
1n =

µ − 1

µ + 1
.vi

1n

vf
2n =

2µ

1 + µ
vi
1n

vf
1t = vi

1t

vf
2t = vi

2t = 0

~vf
1 = vf

1n. ~en + vf
1t.~et =

µ − 1

µ + 1
.vi

1n. ~en + vi
1t.~et

~vf
2 = vf

2n. ~en + vf
2t.~et =

2µ

1 + µ
vi
1n. ~enIl est 
ependant plus agréable de 
onnaitre les vitesses des boules avant et après le 
ho
 dans le référentiel du laboratoire

{ ~ex, ~ey}. Pour 
ela, il su�t d'exprimer les ve
teurs ~en et ~et selon les ve
teurs ~ex et ~ey.Nous avons :
~et = cos θ. ~ex + sin θ. ~ey

~en = sin θ. ~ex − cos θ. ~ey

vi
1t = vi

1 cos θ

vi
1n = vi

1 sin θ

vi
2 = 0 et v1x

i = vi
1

θ = Acos

(
H

2R

)

Il vient :
~vf
1 = vi

1.

(
µ + cos 2θ

1 + µ

)

~ex + vi
1.

(
sin 2θ

µ + 1

)

~ey

~vf
2 = vi

1.

(
µ (1 − cos 2θ)

µ + 1

)

~ex − vi
1.

(
µ. sin 2θ

µ + 1

)

~eySi m1 = m2 (µ = 1), il est fa
ile de montrer que, dans 
e 
as, le produit s
alaire ~vf
1 .~vf

2 est égal à zéro : quelque soitl'angle d'impa
t, les boules partent toujours à 90o l'une de l'autre après un 
ho
 élastique.51


