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رات ا.
  ا
 �������� 	�
  .ــ ا������ �� ��ازي و ��


ل ا��	اء����
� 
�
ت زوا�

ت و �� 
  . ا��#�"ــ  �
ب ��
 I ���	

اء ا�
�" ــ ا�  "  2آ

  1'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 
 �$��ABC و H %&�'#� دي���ا����( ا� A *#� ( )BC  

 +�,�2AB 5AC و = 4BC  و= 1BH و= ˆ و =
4

ACB
π

=  .   

 ــ أ �. ا��	اء ا��#�"1
��� ���
CA.CB.   

  ــ أ �. ا��	اء ا��#�"2
��� ���
BA.BH .    

3%�
 �#2او�
   .ABHˆ  ــ  	د ��

  ــ أ �. ا��	اء ا��#�"4
��� ���
AH.BC  .    

1 ���	

اء ا��
 %�7�7�
9�8% ا
   ــ ا
 :&�+ :  

. A و B و C <�A≠ )@ث '.< �# ا
�	��ى =� B و ≠A C .   �
v  

  #��,����
 ���	

اء ا�
ا
����
AB و 

����
AC د
+
ˆ   ه� ا

���� ����
AB.AC= AB×AC×cosBAC.    

. �u و �
v #���
+B� ��C #��,��� .  �

u        α  
   #��,����
 ���	

اء ا�
�ا

u و �
v  د
+
� ه� ا � � � � �

u.v = u × v ×cos(u,v).   

  %DE@�                          :                                                                                                  ( )ˆα
� �

=BAC= u,v  

 45
αــ إذا آ  ;:ن 0=
���� ����
AB.AC= AB×AC  و � � � �

u.v = u × v   
 45
αــ إذا آ π= ن:; 

���� ����
AB.AC= - AB×AC  و 

���� ����
AB.AC= - AB×AC  

2���	

اء ا��
�8% ا�G.�ط H ــ  .  
����
ABو 

����
AC ى و��	�
�# !� ا��
+B� ��C #��,��� C' %I.B�
�C 3 ا
�	.< ا
+��دي .�	�
) ��� ا )AB.   

 #��,����
 ���	

اء ا�
ا
����
AB و 

����
AC �.�.�

د ا+
 ه� ا

���� ����
AB.AC   ف =ـ�+�
 ا

���� ���� ���� �����
AB.AC= AB.AC'    

  
  %�H�L:  

�
 #M�
u و �

v #���
+B� ��C #��,��� .  
� �Mن ا
���,��ن 

u و �
v O�M' و #� 
��+�� ⊥

� �
u v إذا و !.< إذا آ�ن .

� �
uv=0.  

  
3L ــ ���	

اء ا�
��ت اH� .  

 #M�
 �
u و �

vو �
w ت و
<��� ∈ ℝk.   

.        . .u v v u=� � � �
  

.     ( ). . .u v w u v u w+ = +� � � � � � �
  

.        ( ) ( ). . . .k u v k u v=� � � �
  

.         
22.u u u u= =� � � �

     

  
 �.�RI  #&�  1 ر4ـــــــــــــــ3  �

� و �u  ــ 1
v ن و
�<��� α  %�
س ا�2او�� ( )� �

u,v.  

u.أ ــ أ �.  v
� �

3 �#�
 أن  3u 3v و �= π و �=
α =

6
.   

uب ــ أ �. 
2 �#�
 أن  و �v  و �=

1
.

2
u v =� π و �

α =
4

.   

3  �#�
 أن cosα ?@ α ج ــ أ �.u 2v و �= . و �= 3u v =� � .  
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رات ا.
  ا
 �������� 	�
  .ــ ا������ �� ��ازي و ��


ل ا��	اء ا��#�"����
� 
�
ت زوا�

ت و �� 
  .ــ  �
ب ��

� ــ 2
u و �

v +�,�2 ���>�
ن  2u 2 و �= 3v . و �= 5u v =� �
.   

) أ ــ أ �.  ) ( )2 2u v u v− +� � � �   

ب ــ ��� أن 
2 2 2

2 .u v u vu v+ = + +� � � �� �
.   

 II%������
9�S ا
   ــ ا

اء ا
	��� ا ــ 1�
  

  2'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 
 ����5 ���<����

u و �
v ا�����ى "; ( )P ?B'�� 	�
) ا��'��ب ���#? ��� ), ,O i j

� �
   

 +�,�( ),u x y
) و � )', 'v x y

�.     
u.أآ�. ا��	اء ا��#�"  v

� �
 %�C	� 'x و 'y و x و y.   

  %�H�L:  
)ا
�	��ى  )P 3DB�� 
��+�� 3�+�
) �B	�ب  ), ,O i j

� �
.   

 U'إذا آ��
u و �

v <��= #��,��� ( ),u x y
) و � )', 'v x y

) !� ا���س � ),i j
� �

  

.!Vن  ' 'u v xx yy= +� �
  

� ــ 2W�R� 3DB�� 

ا)��� ���,% !� أ��س ��+��Eإ.   
  3"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 'ـــــ

 %<��� ����5 ( )�
u x,y ?B'�� 	�
) ;" أ�
س ��� ),i j

� �
   .  �

u  

u. ــ أ �. 1 i
��

u. و j
��

.         
2

π
α−  

2 %��� D�'ــ ا�� x و y %�C	� α  %�
س ا�2او��  ( )� �
i,u.   

� ــ أآ�. 3
u %�C	� cosα و sinα .       α        j

�
  

  %�H�L:      i
�

  
)إذاآ�ن  ),x y %�
+B� ��C %,��� ���
ا)Eه� زوج إ �

u �W�R� 3DB�� 
) !� أ��س ��+�� ),i j
� �

   

4��س ا
(او&% αو  ,i u
 
 
 
 

� ) !Vن � )cos sinu u i jα α= +
� �� �.       

�#  ــ 3�I.' #�= %!�	�
  �3DB ���,% و ا
  4'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 

)5���� ا�'�&���  ),A x yA Aو ( ),B x yB B ?B'�� 	�
��� ?#�� ";  .  
AB ــ  	د إ 	ا@��" ا����>% 1

����
.   

2 ــ أ �.2
AB
����

 %;
   .AB @? ا��'�D �����ا �#��

   %�H�L:  
 U'إذا آ�( ),A x yA Aو ( ),B x yB B 3DB�� 
��+�� 3�+� �! #��I.' ( ), ,O i j

� �
   

 U'و إذا آ�( )�
u x,y ا���س �! ( ),i j

� �
  : !Vن 

( ) ( )2 2AB x x y yB A B A= − + 2 و − 2u x y= +�.     

  
   :sinα و Ecosα	�ب  ــ 4

  5'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 
)ا����>��� 5���� )�

u x,y و ( )�
v x',y' �E
�� ?B'�� 	�
) ;" أ�
س ��� ),i j

� �

س ا�2او�% α و �� ( ),u v

� �  .   

u. ــ أ �. ا��	اء ا��#�" 1 v
� �

 D�'ا�� ?@ cosα %�C	� .u v
� �

u و 
�

� و 
v.   

w ــ 5���� ا����>% 2
�

 +�,� ( ),
2

u w
π=� �

 و
� �
u = v.    �u      v

�
  

v.    أ ــ أ �.  w
� �
  %�C	�sinα.                       j

�
  w
�

  

�	sinα  %�C    ب ــ أوF	 �����ا �ـ  u
�

� و 
vو ( )det ,u v

� �
.     i

�
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ل ا��	اء ا��#�"����
� 
�
ت زوا�

ت و �� 
  .ــ  �
ب ��

  %�H�L:  
uإذا آ�ن 
v و �

�# و���
+B� ��C ن��,���  α  %&او)
4��س ا ( ),u v
�   : !Vن �

( )α
� �

� �
det u,v

sin =
u×v

α و 
� �

� �
u.v

cos =
u×v

.  

 �.�RI  #&�  2 ر4ـــــــــــــــ3  �
( ),i j
� �


�E ا�
س�� ?B'�� 	�
��� .  

u. ــ أ �.1 v
� �

 �����
  :  ;" ا�,
���� ا��
)  أ ــ  )3, 1u ) و�− )2,4v −�.   

)  ب ــ  )3 2, 2 1u − ) و�+ )2 1, 3 2v − +�.   

) �$" �$�ن m ــ  	د ���% ا��	د 2 )2,u m
) و� )3, 2v −�  ���	�
���.  

) ــ 5���� ا����>% 3 )2, 3u ) 	د ا����>
ت  .�− ),v x y
�$�ن � +�,� . 2u v =� �

2v و  =�.   

)����>��� 5���� ا ــ4 )3 1, 3 1u − )  و �+ )1,1v )أ �.  . �− )cos ,u v
� �

) و  )sin ,u v
� �

  

III %��DB� %,���= ف�+� 3�.�	� %
  : ــ �+�د
�3 ــ 1.�	� ��� %��DB� %,���.  

  6'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 
)�? 5���� ا����� )D Hد��
2:  ا�Iي �� 3 1 0x y− + =.   

� ــ  	د ���>% 1
u ?�����#� %<F�� ( )D.  

��� أن ا����>
ت  ــ 2( )2, 3n −�
) و   )' 6, 9n −�

) و )'' 10,15n −�

�	ة �J ا����>%  ���  �u.     ( )D  

) ــ ��� أن ا����>
ت 3 )2, 3n −�
) و   )' 6, 9n −�

) و )'' 10,15n −�
*'L� *'L� ن
�������� .         n

�
  

  :&�+ :  
( )D ى��	�
�3 !� ا.�	� .  �

u  

�3 آ[ .�	��

�% ���د&% ��� ���,% ��^,% +B� ��C %,���( )D ��� %��DB� %,��� ��	  ( )D.   

                                                                                                              �
u ?�����#� %<F�� %<��� ( )D  

nو   
�

H�#� %��B'� %<��� .    
%DE@�:                                                  

 45
nــ إذا آ
�

 *#� %��B'� %<��� ( )D %<��� Mن آ:; kn
�

 +�,� k ∈ ℝH�#� %��B'� .  

 45
nــ إذا آ
�

 *#� %��B'� %<��� ( )Dو 'n
�

 *#� %��B'� %<��� ( )D ن:; n
�

n' و 
�


ن�������� .  

)ــ إذا آ
ن  ),u a b
�

?������ %<F�� %<��� ( )D %<ن ا����:; ( ),n b a−�H�#� %��B'� .  

 
)ن ــ إذا آ )D Hد��
�� ?����� 0ax by c+ + )  ;:ن = ),u b a−� و H� %<F�� %<��� ( ),n a b
�

H�#� %��B'�  .  

 �.�RI  #&�  3 ر4ـــــــــــــــ3  �

) ــ 1 )D را���ي
} �����? ���ف ���H#�L ا�� 1 2
2 3

x t
y t t

= +
=− − ∈ℝ . %<��� د	 �

u ?�����#� %<F�� ( )D %<��� د	و  n
�

 *#� %��B'� ( )D.  

)  ــ2 )D Hد��
���3 �����? ���ف  4 3 0x y− + �  	د ���>%  .=
u ?�����#� %<F�� ( )D %<��� د	و  n

�
 *#� %��B'� ( )D.  

) ــ 3 )D "ه Hد��
�� ?����� 2 1 0x y− + − =.  

)أ ــ  	د ��
د�% ا������?  )'D �� ���) ا�Iي  )2,1A ?�����#� و ا���ازي ( )D.   

 ?�����#� 
�
را���� Q�L�� د	ب ــ  ( ) ا��
ر �� ∆( )1,0B ?دي �#* ا���������و ا� ( )D.   

�_ ــ 2�� %��DB� %,���= و %I.B= ف�+� 3�.�	� %
  .�+�د
  7'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 

 �$��( ), ,O i j
� �

?B'�� 	�
)5���� ا����>% . ��#? ��� )3, 1n −�
) و ا�'�&%  )2,4A −.  

)��$�  ــ 1 ),M x y ,  %<ا@��" ا����	د إ 	 AM
�����

AM. @? أ �. ا��	اء ا��#�"  n
����� �.  

) أن �����% ا�'�( ���  ــ2 ),M x y  %�Q�ا� S�,� "ا�� . 0AM n =
����� ) ه� ا������? ا��
ر �� � )2,4A − %<����
� HFو ا��� ( )1,3u

�
.   
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ل ا��	اء ا��#�"����
� 
�
ت زوا�

ت و �� 
  .ــ  �
ب ��

 %�H�L                                                :  
 #M�
( ),n a b

�
�C %,���  و %�
+B� �( ),0 0A x yى��	�
  . '.I% �# ا

 >.B
. �# ا
�	��ى ا
��  �.a ا
+@�����M %4% ا 0AM n =
����� �

  %I.B
�3 ا
��ر �# ا.�	�

���,% Aه� ا�= _^��
) و ا ),u b a−�   

 �Lb �B+�= : %I.B
�3 ا
��ر �# ا.�	�
) و ا
���,% Aه� ا ),n a b
�

 _��� %��DB� .  

 �.�RI  #&�  4 ر4ـــــــــــــــ3  �
) ــ  	د ��
د�% ا������? 1 )D %&�'ر �� ا�
) ا�� )2,3A و ( )2, 1n −� H�#� %��B'� %<��� .  

) ــ  	د ��
د�% ا������? 2 )D %&�'ر �� ا�
) ا�� )4, 2A ) و − )2, 1n −�H�#� %��B'� %<��� .  

) ــ  	د ��
د�% ا������? 3 )D�&وا�( ا��  %[ ]AB +�,� ( )3, 1A ) و − )1,5B −.   

�# '.I% و �	�.�3 ــ 3= %!�	�
  .ا
  8'ـــــ"ـــــــــ�ط ر4ـــــــــــــــ3 

) ــ ��$� 1 )D %&�'ا� �� ��� ?����� ( )1, 1A − ) و − )2, 1n −�H�#� %��B'� %<��� .  

)أ ــ  	د ��
د�% ا������?  )D .   

) ــ  	د ��
د�% ا������? ب )'D �� ر
) ا�� )3,2M ?دي �#* ا���������و ا� ( )D.   


H JT 	ا@��" ا�'�&%  ــ  	د إج�� ( )Dو  ( )'D %&�'ا� ��� %;
) و ا������?M @? ا��'�D ا��� )D .  

) ــ ��$� 2 )D �� ���)ا�'�&%  �����?  ),A x yA A و ( ),n a b
�H�#� %��B'� %<��� .  

)  و  )M x ,yM M و   �5&% �� ا�����ى  H %&�'#� دي���ا����( ا� M ?ا������ *#� ( )D .  

أ ــ ��� أن 
���� ����� �

n.AM=n.HM.   

ب ــ ��� أن 
ax +by +cM M

MH=
2 2a +b

.   

 %Bه�R�                                                :  
)ا
�	��ى  )P 3DB�� 
��+�� 3�+�
) �B	�ب  ), ,O i j

� �
.  

 #M�
( )D _�
�3 �+�د.�	� ax+by+c=0 <��= ( ) ( ), 0,0a b ) و ≠ )M x ,yM Mى��	�
) '.I% �# ا )P.   

 %I.B
��M 3	�!% ا.�	�
) �# ا )D ه� :  ( )( ) ax +by +c
M M

d M, D =
2 2
a +b

  

 �.�RI  #&�  5 ر4ـــــــــــــــ3  �
) �� ا������? A ــ أ �. ��
;% ا�'�&% 1 )D %��
  : ;" ا�,
Cت ا��

)أ ــ  )3, 1A ) و − ) : 2 4 1 0D x y− + =.   

)ب ــ  )2,1A ) و − ) : 3 3 0D x y− + =.   

)ج ـــ  )3, 2A ) و − )D را���ي
} ���ف ���H#�L ا�� 2 3
1 3

x
y

α
α α=− +

=− − ∈ℝ  

  
  
  
  
  

  
  

 




