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  ات ـــايـالنه
I- عموميات(النهايـــات( 
 

  .النهاية المنتهية )1
 النهاية عند الصفر 1.1

)   : مثل مبيانيا الدوال : نشاط تمهيدي )f x x=  ;  (g x) 2x=  ;  ( ) 3x=

f

h x  

)hx   فإن  0 من  أنه آلما اقتربت وg وبالنسبة للدوالنلاحظ  )f x( )g x( )h x و    .0 تقترب من     و 

* من α يوجد من ε نلاحظ أنه لكل: وبصيغة أخرى
) بحيث  \+ )f x ε≺⇒    *

+\0 x α≺ ≺

( )
   

fوفي هذه الحالة نقول أن xx

(
   .0 إلى   عندما تؤول0 تؤول إلى 

(     ونكتب
0

m 0
x

f x
→

=li  

  
    *  )1 : خاصيــات

0
lim 0
x

x
→

=  

          *  li 2

0
m 0

x
x

→
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      *  
0
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x→

0nx =           *n∈`

)   : 0xإذا آان على مجال منقط مرآزه) 2     ) ( )f x u x≺  
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0

m 0
x

u x
→

li =  

)  فإن       )
0

lim 0
x

f x
→
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    : أحسب النهايات التالية : تطبيقــات
0

lim cos
x

x x
→

20     و     
lim

1x

x
x→ +

   

  
x l 0x عندما تؤول إلى    النهاية 2.1

  .\∋l و  f0x دالة عددية حيز تعريفها يحتوي على مجال منقط مرآزهلتكن
)نقول أن )f xx0   .x إلى  عندما تؤولl تؤول إلى 

)ل أي تؤو       )( )f x l− عندما تؤول 0 إلى  ( )0x x−

0

        .0إلى  
x    نضع x h− =

x0

  
h   0 تؤول إلى  فإنx إلى إذن عندما تؤول      
)  ومنه       )0f x h l+    .0  تؤول إلى −

  
وح منقط مرآزه  دالة معرفة على مجال مفتلتكن  : تعريف f0x.  

)ية أن نهانقول       )f xl0   .x عند هي 

)هاية إذا وفقط إذا آانت ن       )( )0h f x h l→ +   . 0 إلى h  عندما تؤول 0 هي −

)  : مثــال ) 1
3
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x
+
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+

x

  

)  فإن 1 من أنه عندما تقترب نلاحظ        )f x 1 تقترب من
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0
m 0

h
h

→
li    وبما أن       =  

)    فإن       )
0

1m 1 0
2h

f h
→

li + − =
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    أي      
0

1lim 1
2h

f h
→

+ =
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    يعني      
1

1lim
2x

f x
→

=  

x  .  من البداية1 ب لاحظ أنه من الممكن تعويض       
  

  .0x مجال مفتوح منقط مرآزه Iليكن  : خاصية

)  : xI من إذا آان لكل       ) ( )f x l  و  u x− ≤( )
0

lim 0
x x

u x
→

=  

)    فإن       )
0

lim
x x

f x l
→
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)     : قـتطبي ) 2 1sin 2f x x
x

= +  

)    لدينا       ) 22f x x− ≤  

)    إذن       )
0

m 2
x

f x
→

li =  

  
)    إذا آانت  : خاصية )

0

lim
x x

f x l
→

=  

)    فإن       )
0

lim
x x

f x l
→

=  

  
l  . موجودة فإنها وحيدةإذا آانت النهاية    : ملاحظة  

  
  النهاية على اليسار–النهاية على اليمين  3.1
)ل : تمهيد ) fتكن   x    x=[ [0,fD = +∞  

  . من اليمين ومن اليسارx0x تقترب إلى  فهذا يعني أن x0x تقترب من إذا قلنا بأن  : على العموم
f  0 فهي غير معرفة على يسار للدالةأما بالنسبة       

( )f x.         لــ  0إذن النهاية الممكن حسابها هي النهاية على يمين  

( )
0

0

m 0
x

x

f x
→

li    ونكتب  0وهي          =
≺

  
لى مجال مفتوح دالة معرفة ع لتكن  -1-تعريف f] [0 0,x x α+ 0  حيث α≺

( )
  

f x0 ن نقول أ        :  على اليمين إذا وفقط إذا آانxفي  l تقبل النهاية 
0لكل        ε≺0   : بحيث ≻α يوجد 
            ( )  f x l ε− ≺0 0x x x      ⇒  α+≺ ≺

)    ونكتب       )
0

0
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x x
x x

f x l
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=
≺
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f x l
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)      -2-تعريف )

0
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−→

=  

f0x  :  إذا وفقط إذا آان عند l نهاية للدالةتكون   : خاصية  
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] دالة عددية حيز تعريفها يحتوي على مجال على شكل لتكن : تعريف f[,+∞∈\( ) a  . وl ن أ  نقولf x

x
 lتؤول إلى 

  :  إذا وفقط إذا آان∞+ إلى عندما تؤول
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f x l
→+∞

=  
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− =
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  النهاية المنتهية عند  )3
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x
f x l

∞
=
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 ⇔………  

  
 منتهيةللاالنهاية ا )4
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            ( ) 0lim
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→+∞
=      ( )
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)    -2-مثـال ) 1
1
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+

=
−

               

  

  
                                     

)    -3-مثـال )
2 1

xf x
x

=
−

  

  

            ( )lim
x

f x l
→+∞

=      ( )lim
x

f x l
→−∞

=
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    -4-مثـال
2

2

2
1

xf x
x

=
−

  

            ( )x
1
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f
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= −∞( )
1
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x
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  الترتيبالنهايات و
0x مجال مفتوح منقط مرآزه Iليكن  .

0x موجبة على المجالإذا آانت  -1-خاصية وتقبل نهاية في    fI
  .فإن نهايتها موجبة      

  
g0x  :  وآانf نهاية عند  وذا آان للدالتينإ  -2-خاصية

)  xI منلكل        ) ( )f x g x≺  

)  فإن       ) (
0 0

lim lim
x x x x

)f x g
→ →

≤ x  
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g0   fx عند l نفس النهاية وإذا آان للدالتين  -3-خاصية
)   xI منولكل        ) ( ) ( )f x h x g x≤ ≤    

)    فإن       )
0

lim
x x

h x l
→

=  

  
)  xI منإذا آان لكل   -4-خاصية ) ( )xu x f≺     و  ( )

0

lim
x x

u x
→

= +∞  

( )
0

lim
x x

f x
→

=     فإن        ∞+

  
)  xI منإذا آان لكل   -5-خاصية ) ( )xg x f≺    و  ( )

0

lim
x x

f x
→

= −∞  

)    فإن       )
0

lim
x x

g x
→

= −∞

0

  

+∞ ∞−  أو   . بــ xيمكن تعويض   : ملاحظة
 العمليات على النهايات )5

  العمليات على النهايات المنتهية. 6-1
0x دالتين معرفتين على مجال مفتوح منقط مرآزه  ولتكن fg.  
  . عدد حقيقيλو

)    إذا آانت )
0

lim
x x

f x l=
→

)  و      )
0

lim '
x x

g x l
→

=  

)    )1  فإن )
0

lim
x x

'f g x l l
→

+ = +  

    2(      ( )
0

lim
x x

'f g x l l
→

× = ×  

    3(            ( )
0

lim
x x

f x lλ λ
→

=  

    4(               
( )0

1 1
'g x l

lim
x x→

=   l  ' 0≠  

    5(              
( )
( )0 '

f x l
g x l

lim
x x→

=   l  ' 0≠  

  
   العمليات على النهايات اللامنتهية.6-2

a-    نهاية المجموع  
  

fنهاية   g نهاية  f نهاية g+  
l  +∞+∞     
l  −∞−∞     
+∞  +∞+∞     
−∞  −∞−∞     
  شكل غير محدد  ∞−  ∞+

  
  
  
  
  
      
  
  

b-   لجداءنهاية ا  
fنهاية   g نهاية  f نهاية   g×  

+∞  +∞+∞     
+∞  −∞−∞     
−∞  −∞+∞     

0l ;  +∞+∞     
0l ;  −∞−∞     
0l ≺  +∞−∞     
0l ≺  −∞+∞     

  شكل غير محدد  ∞±  0
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c-  مقلوب دالةنهاية  
  
  
  
  
  
  
  
d- نهاية خارج دالتين 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  .شكل غير محدد لا يعني أنه لا يمكن حساب النهاية  : ملاحظة

 تطبيقـــات )6
a-        lim

x
x

→+∞
   *n∈`

n        lim
x

x
→−∞

    *n∈`

x

  
b- نهاية دالة حدودية   
∞± إلى هاية دالة حدودية عندما يؤول ن : خاصية  

x

  .هي نهاية حدها الأعلى درجة 
  

c- يةنهاية دالة جذر 
  . درجةآبرها الأيحدخارج هي نهاية  ∞± إلى هاية دالة جذرية عندما يؤول ن : خاصية

  
d- نهاية دالة لاجذرية 

2         )1   : ةــأمثل 1xlim
x→+∞

−        6(       
2 1lim

x

x
x→+∞

+
  

      2(  2 1lim
x

x x
→+∞

− −        7(       
2 1lim

x

x
x→−∞

+
  

      3(  2 2lim
x

x x
→−∞

+ +        8(  
22 1lim

1x

x
x→+∞

−
+

  

      4        (   2 2 2x x
∞

lim
x→±

− +        9(  
2

3

2 1lim
1x

x
x x→+∞

+
+ +

  

      5(              
1

lim
x→

1

1
1x x −;

        10(  
2

2

2lim
1x

x
x x→+∞

+
− +

 

 
 
 

              

1 نهاية  f نهاية
f

  

±∞  0  
0+  +∞  
0−    −∞

fنهاية   g نهاية  f نهاية
g

  

l  ±∞  0  
0l ;  0+  +∞  
0l ;  0+  −∞  
0l ≺0   −  +∞  
0l ≺  0+  −∞  

+∞0;+∞   l    
+∞0≺−∞   l    
  شكل غير محدد  0  0
  شكل غير محدد ∞± ∞±
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II- نهايات الدوال المثلثية 
 

, منxلدينا لكل   : تمهيـد
2 2
π π ⎡⎤−⎥ ⎢ 

⎦ ⎣
  sin x x tgx≺ ≺

0
msin 0 sin 0

x
x

→

  

li    إذن = =  

  
          : طبيقاتت  

4
x→
lim tgx

π
        

                       
3

s
x
lim co x

π
        

→

                  2

6

lim cos sin 1
x

x x
π

→
+ −  

              
2

2

x

x π
→

≺

lim tgx
π

      

              
2

x

x
→

lim tg
π −

    

  بعض النهايات المهمة

a( 
0

sinlim
x

x
x→

 

}ن x مللك },
2 2

0π π ⎡
⎢⎦
−
⎣

⎤−⎥  sin x x tgx≺ ≺  

1إذن لكل
sin cos

x
x x
≺ x0 من,

2
π⎤

⎥    ⎡
⎢⎦ ⎣

  

    وبما أن 
0

1lim 1
cosx x→

=  

    فإن
0

sinm 1
x

x
x→

li =  

xx  0 لهما نفس الإشارة بجوار sin وا أن وبم

    فإن
0

sinm 1
x

x  li
x→

=

0

sinm 1
x

x li     : خاصية  
x→

=  

          
0

silim
x→

n 1ax
ax

=      *a∈\

  X ax= ع  يكفي وض    
  

b( 20 : النهاية

1 coslim

2
x

x
x→

− 

2

2

in
2m

2
0

2s
li
x

x

x20

1 cosm

2
x →

  =    li x
x→

−  
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2

0

sin
2m

2

1    =   li
x

x

x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  =    

c( ةالنهاي :   
0

lim
x

tgx
x→

 

0 0

1m lim . 1
cosx x

tgx sinxli
x x x→ →

= =  

  
  : أحسب النهايات التالية    : تطبيقات  

      1(      
0

sin 3m
sin 4x

li x
x→

  

      2(      
0

5m
2x

tg xli
x→

  

      3(         
6

cos 3 sinm

6
x
li x x

x
π π→

−

−
  

      4(            
2

2

coslim
1x

x
x→+∞ +

  

  
  
  

  
 


